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仅 广 者 

本 书 泗 六 了 形形色色 的 数学 题目 ， 从 小 学 生 都 能 明日 的 简单 问题 ， 到 大 
学 生 也 难以 理解 的 难题 。 

本 书 中 通过 语言 、 图 形 以 及 数学 公式 表达 登场 人 物 的 思路 。 

如 果 不 太 明白 数学 公式 的 含义 ， 请 先 看 看 束 好 ， 继 续 看 下 面 的 故事 ， 泰 


和 东 拉 会 跟 您 一 同 前 行 。 


请 擅长 数学 的 读者 ， 不 要 仅仅 阅读 故事 ， 也 务必 一 同 探 吕 数学 公式 。 如 
此 ， 便 可 品味 到 竣 埋 在 故事 中 的 列 样 趣味 。 
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本 书 内 容 受 普 作 权 法 你 护 。 未 经 作者 :发 行者 许可 ， 不 得 撞 目 复 
外 复印 。 


人 
光 让 事情 留 在 记忆 里 总 不 行 啊 ， 
需要 回忆 出 来 大 家 共享 的 。 
小 林 秀 雄 





我 忘 不 了 。 
我 怎么 也 忘 不 了 高 中 时 期 因数 学 而 结缘 的 她 们 。 
她 们 是 用 一 流 的 解法 打动 我 的 才女 一 米尔 嘉 ， 认 真 向 我 发 问 的 活力 少 


泰 示 拉 。 

回想 起 那 时 的 岁月， 我 脑海 中 顿时 浮现 出 一 个 个 计算 公式 、 一 个 个 新 鲜 
的 四 法 。 这 些 数学 公 却 不 会 随 春 时 间 的 推移 而 显得 落伍 或 陈旧 ， 而 古 同 
我 展现 了 欧 几 里 得 、 高 斯 、 欧 拉 等 数学 家 们 烧烤 生 狼 的 才思 。 
-数学 罕 越 时 至 。 

我 一 边 想 着 那些 计算 公 陈 ， 一 边 体 会 看 十 时 候 数 学 家 们 体验 到 的 那 份 感 
动 。 即 便 是 几 百 年 前 束 已 经 被 证 明 的 也 没关系 ， 现 在 我 一 边 退 调理 论 一 
边 埋 头 吉 思 的 东西 一 宪 是 自己 的 东西 。 

一 一 通过 数学 罕 越 时 衬 。 

拨 开 层 层 密林 ， 找 出 藏 宝 ， 数 学 束 是 这 样 一 种 令 人 兴奋 的 寻宝 游戏 。 比 
拼 智 力 ， 寻 找 最 牛 的 解法 ， 数 学 束 是 这 样 一 场 激 烈 的 战斗 。 

那 时 ， 我 开始 使 用 名 叫 数 学 的 武器 。 但 是 ， 那 种 武器 往往 过 于 巨大 ， 很 
多 时 候 不 能 灵活 操控 。 这 种 感觉 正如 我 很 难 操 控 自 己 年 轻 时 的 青 深 ， 很 
难 控 制 对 她 们 的 思念 一 样 。 


光 让 事情 留 在 记忆 里 忌 不 行 啊 ， 需 要 回忆 出 来 大 家 共有 圣 有 的。 








那 我 束 从 高 一 的 春天 开始 讲 起 吧 。 





第 1 章 数列 和 数学 模型 
1，2，3。3 是 1 
1，2，3。3 是 2。 


一 一 大 久久 于，《 棉 之 国 星 》 


1.1 机 化 侈 下 
那 是 高 一 的 春天 。 
开学 典礼 那天 ， 春 光明 媚 ， 


“ 卖 丽 的 楼 化 开 了 .…… 大 家 在 新 学 期 新 起 点 之 际 ,……… 在 这 有 看 悠久 历史 
的 校舍 里 ..…… 努 力学 习 、 努 力 锻 炬 .……… 少 年 易 老 学 难 成 .2 


校长 那 风 长 的 任 套 侧耳 引入 人 入睡 ， 我 全 看 扩 正 眼镜 的 机 会 强 名 住 了 呵 
从 。 


开学 上 典礼 结束 后 ， 我 在 回教 宇 的 途中 悄悄 地 瘤 了 出 来 ， 独 目 一 人 漫步 在 
校内 的 楼花 树林 间 。 周 围 连 个 人 影 都 没有 。 


我 现在 15 岁 。15 岁 、16 岁 、17 岁 ...... 毕 业 的 时 候 我 将 18 岁 了 。 有 一 
个 4 次 方 的 数字 和 一 个 质数 。 

15=3.5 

16=2.2.2.2= 2 4 诬 方 数 

17 = 17 质数 


18=2.3.3=2.3 


现 竺 教 译 于 同学 们 一 十 于 进行 天目 我 介绍 。 我 个 报 众 目 我 介 细 ， 乞 葛 该 
襄 说 目 己 的 什么 呢 ? “我 豆 欢 数学 ， 兴 趣 是 讨论 计算 公式 ， 请 多 多 天 


我 想象 了 下 义 集 住 了 。 


算 了 ， 窒 他 呢 。 衣 议 地 上 诛 ， 在 谁 部 不 会 去 的 图 书 军 学 数学 ， 束 这 样 像 
倪 中 时 一 样 度 过 融 中 三 年 的 时 光 吧 。 


映 入 眼帘 的 是 一 株 贷 大 的 楼 伦 树 。 


树 下 站 着 一 个 少女 ， 她 正 抬头 仰望 着 那 棵 楼 人 花 树 。 


我 想 : 她 是 位 新 生 吧 ， 大 概 和 我 一 样 也 是 溜 出 来 的 。 
我 也 抬头 疆 了 望 那 株 楼 化 树 。 模 侦 糊 糊 的 花色 谴 住 了 天 空 。 
各 起 一 阵风 ， 误 舞 看 的 楼 化 化 办 将 少女 事 住 。 


少女 也 看 到 了 我 。 

她 届 材 高 挑 ， 长 发 乌黑 膏 丽 ， 嘴 巴 案 闭 厦 ， 一 副 认 真 的 表情 。 上 脸 上 架 看 
副 金 丝 眼 镜 。 

她 清楚 地 念 着 : “1, 1, 2, 3。” 


1 汕 . 六 


念 完 这 4 个 数字 之 后 ， 少 女 便 不 出 声 了 ， 用 手指 着 我 ， 好 像 在 
说 : “ 喂 ! 你 ， 请 回答 接 下 来 的 数字 。，” 


我 指 痢 日 己 :“ 要 我 回答 ? ” 
她 没有 说 证 ， 而 是 点 了 拟 尖 。 食 指 仍然 指 同 我 。 


到 底 是 什么 呢 ? 在 樱花 树丛 中 好 好 地 散 着 步 ， 为 什么 非 要 做 什么 猜 数字 
的 游戏 呢 ? 对 了 ， 刚 才 她 说 的 是 什么 呢 ? 


我 回想 她 刚才 的 题目 : “1 1, 2, 3。” 
呵 ， 原 来 如 些 。 我 知道 了 。 


“1, 1, 2, 3 的 后 面 接 着 的 数字 是 5， 接 下 来 是 8， 再 接 下 来 是 13， 人 然后 是 
21， 然 后 再 是 ..…..” 我 开始 滔滔 不 绝地 回答 。 


她 癌 我 伸 出 手掌 ， 示 意 我 个 要 说 了 。 


接 看 ， 她 给 我 出 了 夯 外 一 道 题 ， 叉 征 4 个 数字 。 
1 4 27 256 

她 义 指 问 我 。 

这 古人 在 考 我 吗 ? 

7 

我 突然 一 下 子 找到 了 规律 。 


我 回答 说 :“1, 4, 27, 256， 接 下 来 是 3125 吧 ， 有 再 接 下 来 是 .…... 心算 是 不 
1 


她 听 到 我 说 “心算 是 不 行 了 ?之 后 神色 显得 有 些 不 满 ， 抒 了 播 凑 ， 便 各 诉 
了 我 答 罕 。 


“1 4, 27, 256, 3125, 46656, ... ”她 的 声音 很 响亮 。 


接 独 ， 她 朵 上 眼 ， 头 微微 明 上 抬 起 ， 好 似 正 在 仰望 樱花 树 。 食 指明 看 天 
空 必 快 地 写 者 些 什 么 。 


唯一 从 这 个 女孩 口中 说 出 的 只 是 些 数字 ， 她 漫不经心 地 将 那些 数字 排列 


起 来 ， 略 做 些 手势 。 但 是 我 的 目光 却 一 直上 果 着 这 个 与 众 不 同 的 女孩 。 她 
SI A MA 


她 对 我 这 里 看 了 看 。 


6 1 3pb 7// 


义 征 4 个 数字 。 


“6, 15, 35, 77。»” 
我 心 想 ， 这 题 好 难 啊 。 我 开动 脑筋 拼命 思考 ，6 和 15 是 3 的 倍数 ， 但 

是 35 却 不 同 了 ，35 和 77 是 7 的 倍数 。 如 果 可 以 在 纸 上 与 写 的 话 应 访 

马上 能 解 出 来 。 

我 盯 了 她 一 眼 ， 杰 花 树 下 的 女孩 还 笔 挺 地 站 在 那里 ， 很 认真 地 看 着 我 ， 

PA 那 副 认真 的 模样 仿佛 是 在 考 
TEN 8 

“ 呵 ， 我 知道 了 。” 


我 刚 一 说 ， 她 顿时 变 得 神采 灾 攀 ， 人 铀 做 一 失 。 我 第 一 钦 看 到 她 突 ， 便 情 
不 日 蔡 地 大 声 回 众 : 


“6, 15, 35, 77 的 后 面 是 133。” 


她 播 了 播 凑 ， 长 肥 球 动 ， 化 淤 也 随 乙 味 党 。 好 的 表情 仿佛 在 次 :“ 鹃 叮 
呀 ， 上 可 异 。” 


“计算 错误 ! "她 的 手指 碰 了 下 眼镜， 


计算 错误 ?” 啊 ， 真 的 算 错 了 。11 乘 以 13 应 该 是 143， 而 不 是 133。 


她 又 继续 出 了 下 一 题 。 

6 2 8 2 10 18 
这 次 是 6 个 数字 。 我 考虑 了 一 下 ， 最 后 一 个 18 最 令 人 头疼 ， 如 果 是 2 
台 好 了 ， 现 在 的 数字 看 上 去 乱 七 八 粳 ， 没 有 规则 。 啊 ， 不 对 ， 这 些 都 是 
偶数 。 我 知道 了 ! 
“ 接 下 来 是 4, 12, 10, 6, ... ， 这 道 题 真 伤 脑子 。” 我 说 道 。 


“是 吗 ? 但 你 不 是 解 出 来 了 呆 。” 





她 妆 模 作 样 地 次 痢 ， 走 问 我 伸 出 手 。 她 的 手指 又 细 义 长 。 
我 心力 : 难道 她 要 和 我 握手 吗 ? 
于 是， 我 砚 名 其 妙 地 握 住 了 她 的 手 。 她 的 手 义 科 软 又 远 暖 。 
“我 叫 米 尔 姻 ， 请 多 多 关照 。” 


这 阮 是 我 和 钞 尔 天 的 针 逅 。 


1.2 目 己 家 
从 晚 。 


我 喜欢 夜晚 。 家 人 人 入睡 后 ， 我 瓯 可 以 有 大 量 目 由 的 时 间 ， 拥 有 一 个 没 人 
打扰 的 世界 。 我 辟 欢 目 己 一 个 人 度 过 那 段 时 间 ， 打 开 书 ， 探 索 世 界 。 我 
思考 数学 回 题 ， 阁 入 奢 深 迁 的 密 密 层 林 。 在 奢 里 ， 我 友 现 了 珍稀 动物 、 
消 注 得 令 人 吃惊 的 湖 ， 还 有 十 要 抬 涉 仰望 的 大 树 。 令 我 意 想 不 到 的 是 ， 
还 过 到 了 美丽 的 化 东 。 


她 吏 是 米尔 天 小 姐 。 
柴 一 人 次 见面 就 和 我 进行 那样 的 对 话 ， 她 真是 个 奇怪 的 女孩 。 她 一 定 非 第 
避 欢 数 等 吧 。 她 连 开场 日 部 没 襄 ， 束 且 接 给 我 出 数列 的 脑筋 急 转 弯 古 ， 


简 耳 像 考 试 一 样 。 我 是 不 是 合格 了 呢 ? 我 握 了 她 的 手 ， 那 柔软 的 手 ， 瞻 
看 淡淡 的 清理， 真 的 是 很 痰 的 清香 一 一 女孩 独特 的 香味 。 





女 扩 啊 。 


我 摘 下 眼 锐 ， 把 它 搁 到 书 果 上， 闭 上 眼睛 ， 开 始 回 息 我 和 米尔 姻 之 间 的 


对 证。 


一 开始 的 题目 “1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, … ”是 斐 波 那 契 数列 。1, 1 后 面 的 数字 
旦 将 前 两 个 数字 相 加 ， 上 所 得 的 和 成 为 接 下 来 的 数字 。 


1 1, 1+1=2, 1+2=3, 2+3=5, 3+5=8, 5+8=13, ... 
第 二 道 题 “1, 4 27, 256, 3125, 46656, ... ” 则 是 下 面 这 种 数列 。 
有 


也 束 古 说 ， 这 个 数列 中 的 各 项 是 n 的 于 次 方 ， 4 的 4 座 廊 、5 的 5 次 方 
之 前 心算 还 没 问题 ，6 的 6 次 方 的 话 ， 心 算 束 不 太 可 能 了。 


第 三 道 题 “6, 15, 35, 77, 143, ... ”的 数列 如 下 。 
2xX3,3xX5,5xX7,7x11,11 x 13,... 


也 束 是 “质数 x 后 一 个 质数 ”的 形式 。 可 是 我 把 11 x 13 算 错 了 ， 真 是 于 
脸 啊 。 米 尔 里 一针见血 地 指出 了 我 的 “计算 错误 ”。 


最 后 一 道 题 是 “6, 2, 8, 2, 10, 18, 4, 12, 10, 6, ... ”。 这 道 题 很 难 。 因 为 这 个 
数列 其 实 是 由 圆周 这 zt 中 的 每 位 数字 乘 以 2 而 得 到 的 。 


n= 3.141592653... 圆周 率 
+ 141,0,9,2,0,0,3,.*: 各 位 数 
— 6,2,8,2,10,18,4,12,10,6,... 各 位 数 的 2 售 


解 这 过 题 必须 要 有 有 出 圆周 京 7 的 各 位 数 子 。 如 霖 脑海 里 没有 这 梓 一 个 数 
列 模式 ， 束 无 法 解 出 这 过 题 。 


记忆 啊 。 


我 品 欢 数学 。 比 起 记忆 背诵 ， 我 更 哮 欢 四 为 。 退 潭 过 去 不 十 数学 ， 友 所 
新 东西 才 赴 数学。 如 果 是 要 否 调 的 话 ， 只 要 徘 脑 子 多 记 便 痛 束 可 以 了 。 
记 人 名 、 记 地 名 、 背 早 词 、 背 元 系 从 写 土 ， 这 些 部 无 法 进行 推理 计算 。 
但 是 ， 数 学 却 不 同 。 一 旦 香 诉 我 题目 后 ， 我 融会 把 材料 和 道具 《〈 笔 和 纸 
等 ) 者 排列 到 果 上 。 我 一 下 认 为 数学 不 是 菲 记忆 ， 而 是 重 轧 和 孝 。 


但 是 ， 我 义 突 然 觉 察 到 数学 也 许 不 是 那么 简单 的 东西 。 


米尔 如 在 出 “6, 2, 8, 2” 这 道 题 时 ， 为 什么 不 单单 说 “6, 2, 8, 2”， 还 一 下 说 
到 “6, 2, 8, 2, 10, 18” 呢 ? 那 是 因为 如 果 她 只 说 “6, 2, 8, 2 的 话 ， 我 们 无 法 
用 现 其 中 的 规律 其 实 是 圆周 率 T 的 各 位 数字 的 2 倍 。 我 们 还 可 能 得 出 其 
他 简单 的 答案 。 假 设 题目 只 是 “6, 2, 8, 2, 10, ... ”的 话 ， 我 们 还 可 能 联想 
到 以 下 数列 。 


1 


有 这 样 的 联想 也 是 非常 目 然 的 吧 。 也 就 古 说 ， 在 连续 的 侦 数 之 间 放 入 一 
个 2 作为 间隔 。 


原来 米尔 须 在 出 这 道 题 时 想 得 如 此 周密 啊 。 


“但 你 不 是 解 出 来 了 啤 。” 
她 似乎 预料 到 我 能 够 解 出 这 道 题 。 我 突然 想到 她 那 装 檬 作 样 的 表情 。 
米尔 对 啊 。 


在 这 样 一 个 春色 满 园 ， 楼 花 允 洲 的 地 方 ， 她 显得 有 些 格格 不 入 。 她 有 着 
一 头 乌 黑 亮丽 的 秀 发 ， 宛 右 指挥 家 般 修长 的 手指 ， 瘟 暧 的 小 手 ， 淡 淡 的 


清和 奏 


不 知 怎 么 的 ， 我 一 直 想 看 米尔 巴 的 事情 。 


1.3 数列 哲 力 题 没 有 正确 答案 
“ 咀 ， 米 尔 姻 ， 那 时 为 什么 考 我 数列 上告 力 题 呀 ? ”我 问 米 尔 茵 。 
“什么 那 时 呀 ? ”米尔 对 抬 起 头 ， 人 停止 了 计算 。 


这 里 是 图 书 军 。 避 意 的 春风 透 过 打开 的 窗子 徐徐 吹 来 ， 已 经 可 以 依稀 看 
到 法 国 特 榈 帅 出 一 卢 帮 嫩 叶 。 远 处 的 扎 场 上 还 隐约 传 来 棒球 队 的 练习 


声 。 
已 经 五 月 了 。 


新 学 校 ， 狐 教 宇 ， 新 闻 学 ， 随 看 时 间 的 流逝 ， 新 鲜 感 也 在 逐渐 减少 ， 我 
开始 过 起 普 普 通通 的 每 一 天 。 


我 没有 参加 任何 语 外 和 社团， 也 束 是 说 我 参加 了 “ 回 家 族 社 团 *?。 虽 说 如 
此 ， 但 我 也 不 是 放学 后 就 立即 回 家 。 参 加 完 师 生 座谈 会 后 ， 我 一 般 都 去 
图 书 军 ， 因 为 那里 便于 我 推导 数学 公 却 。 


我 初中 时 也 是 这 样 ， 不 参加 社团 活动 ， 放 学 后 去 图 书 室 。 我 经 香 在 那里 
读 读书 ， 看 看 窗外 的 绿色 ， 复 习 预 习 上 诛 的 内 容 。 


我 最 喜欢 的 就 是 展开 数学 公式 。 我 经 常 将 课堂 上 学 过 的 公式 写 在 笔记 本 
上 ， 然 后 目 己 再 进行 公 云 变形， 以 学 到 的 定义 为 基础 进行 公 却 推导 。 根 
所 定义 进行 变形 ， 思 考古 人 耕 能 举 出 具体 例子 ， 思 考 如 何 证 明 。 在 这 一 过 
程 中 我 感到 很 快乐 。 我 喜欢 把 这 些 过 程 和 都 写 在 笔记 本 上 。 


我 不 豆 欢 运 动 ， 也 没有 什么 朋 到 和 我 一 起 玩 ， 唯 一 的 乐趣 惑 是 一 个 人 面 
明 笔 记 本 与 与 算 算 。 虽 然 是 目 己 写 这 些 数 学 公式 ， 但 并 不 是 说 一 定 能 按 
照 目 己 所 想 的 那样 把 公式 写 出 来 。 因 为 公式 是 有 规律 的 ， 而 有 规律 的 地 
廊 束 存在 看 游戏 。 这 十 最 最 严密 、 最 最 目 由 的 一 种 六 戏 。 历 史上 的 数 笃 
家 们 也 都 是 挑战 着 这 种 游戏 过 来 的 。 这 个 游戏 只 需要 使 用 铅笔 、 笔 记 本 
和 目 己 的 脑子 就 行 了 。 我 对 数学 的 迷恋 人 简直 达到 了 狂热 的 程度 。 


所 以 ， 成 为 一 名 高 中 生 后 ， 我 打算 继续 至 受 我 一 个 人 往返 于 图 书 室 的 日 
了 了。 


但 是 这 个 计划 却 落空 了 。 

这 是 因为 来 图 书 军 有 的 不 止 我 一 个 人 。 

万 一 个 人 吏 是 米尔 天 。 

她 和 我 是 同班 同和 学。 她 每 三 天 来 一 次 图 书 宇 。 


当 我 正在 计算 的 时 候 ， 手 中 的 铅笔 突然 被 她 拿 起 ， 接 看 她 就 劳 右 无 人 地 
在 笔记 本 上 与 了 起 来 。 喂 ， 这 可 十 我 的 笔记 本 啊 。 


但 是 ， 我 并 不 讨 大 她 那样 。 她 所 说 的 数学 题 里 然 比 较 难 ， 但 是 也 很 有 
趣 ， 非 常 刺激 。 


米尔 器 拿 痢 我 的 铅笔 轻 轻 地 可 了 可 我 的 太阳 和 从， 问 我 :“ 那 时 是 指 什么 
时 候 的 事情 呀 ? ” 


“ 融 是 我 们 初次 见面 的 时 候 ， 在 楼 从 树 下 。? 我 回答 着 。 


“ 啊 ， 是 吗 ? 我 没有 理由 出 数学 题 考 你 呀 。 我 只 是 临时 想到 而 已。 为 什 
么 突然 义 所 起 这 件 事情 呢 ? ”她 问 。 


“我 也 正好 是 突然 想到 。” 我 说 。 

她 又 问 我 : “你 喜欢 那 种 智力 题 吗 ? ” 

“一 般 吧 ， 我 并 不 讨厌 。” 我 答 道 。 

“这 样 啊 。“ 数 列 智 力 题 没 有 正确 答案 "这 个 说 法 你 知道 吗 ? ”她 问 我 。 
“什么 意思 呀 ? ”我 外 弄 得 丈 二 和 尚 摸 不 着 类。 

em “比如 说 ， 你 认为 1, 2, 3, 4 接 下 来 的 数字 是 什 


我 不 假 思索 地 说 :“ 那 自然 是 5 唆 。1, 2, 3, 4, 5, ... 这 样 一 直 继 续 下 去 
[区 。 ?? 


“ 那 可 不 一 定 哦 。 比 如 1, 2, 3, 4 后面 突然 变 成 10, 20, 30, 40， 然 后 突然 又 


增加 到 100, 200, 300, 400, ..…. 这 样 的 数列 也 是 有 可 能 的 。” 她 举 出 反例 。 


我 说 : “这 样 的 题目 太 狭 锋 了 。 一 开始 只 告诉 我 4 个 数字 ， 后 面 的 数字 
却 突然 增 大 ， 这 太 过 分 了 。1, 2, 3, 4 的 后 面 突然 接 个 10， 这 种 情况 不 可 
能 想到 啊 ! ” 


“是 吗 ? 如果 照 你 这 么 说 的 话 ， 那 要 看 到 第 几 个 数 子 才 算 数 呢 ?数列 是 
无 限 延 续 的 ， 到 撒 要 看 到 第 几 个 数字 才能 知 秆 剩 下 的 数字 是 什么 
呢 ? ”她 反问 道 。 


我 悦 然 大 恒 :“ 原 来 你 所 说 的 数列 重力 题 没有 正确 谷 柔 ' 束 是 这 个 意 忆 
啊 。 题 目 中 提供 的 数字 ， 其 后 面 的 变化 可 能 很 六， 但 是 ，1 2, 3, 4 后面 
如 果 接 一 个 数字 10 的 话 ， 作 为 题目 而 言 太 无 聊 了 了 。?” 


“可 是 世上 的 事情 个 束 古 那样 吗 ? 谁 都 不 知道 接 下 来 会 及 生 什 么 。 事 情 
往往 会 偏离 目 己 所 预想 的 。 对 了 ， 你 知道 这 个 数列 的 通 项 吗 ? ”米尔 如 
说 着 ， 在 笔记 本 上 写 下 了 以 下 数列 。 

1, 2, 3, 4, 6, 9, 8, 12, 18, 27, ... 
“路 ， 我 也 吃 不 准 ， 似 恒 非 全 的 感觉 。? 我 次 。 


米尔 亮 说 :“ 看 到 1, 2, 3, 4 这 样 的 排列 的 话 ， 一 般 会 认为 接 下 来 的 数字 
是 5， 对 吧 ? 但 是 不 对 ， 不 是 5 而 是 6。 这 说 明 ， 如 果 只 告诉 我 们 一 点 
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我 “ 咽 *” 了 一 声 表示 赞同 。 

她 又 接着 说 :“ 如 果 看 到 1, 2, 3, 4, 6, 9， 你 一 定 会 认为 接 下 来 的 数字 会 变 
大 ， 对 吧 ? 但 是 不 对 ，9 后 面 的 数字 却 变 小 了 ， 是 8。 我 们 原本 认为 接 
下 来 的 数字 是 逐渐 变 大 的 ， 但 突然 又 峰回路转 变 小 了 。 你 能 看 出 这 个 数 
列 模型 的 规律 吗 ? ” 


“ 咽 ， 让 我 想 想 。 如 果 去 挥 第 一 个 数字 1 的 话 ， 接 下 来 的 数字 部 是 2 和 3 
的 倍数 。 可 搂 下 来 的 数字 变 小 我 却 力 不 通 了 。? 我 说 。 


“比如 说 ， 容 有 宁可 能 是 这 样 的 。 


D030 9130 D031 9230 9131 9032 gd 3 D9231 D232 90 3 ，, 


如 果 考 虚 2 和 3 的 指数 的 话 ， 这 个 数列 檬 型 束 逐 渐 浮 出 水 面 了 。” 她 


说 。 
“器 ? 是 吗 ? 我 不 太 明 日 呢 。 某 数 的 0 放 方 承 是 1。 但 仔细 一 看 ， 
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题目 中 的 数列 确实 也 是 这 样 的 。?" 我 百 思 不 得 其 解 。 
“ 咽 ， 把 这 些 指数 写 下 来 你 也 不 理解 吗 ? 那么 ， 我 们 这 样 来 总 结 一 下 。” 
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指数 之 和 为 0 指数 之 和 为 1 ”指数 之 和 为 2 指数 之 和 为 3 
“原来 如 此 。” 我 窜 然 开朗 。 
“但 是 说 起 2 和 3 的 倍数 呢 ...... ”米尔 勇 刚 开口 ， 图 书 宝 的 入 口 处 便 传 来 
了 大 路 大 吐 的 声 首 ,，“ 练 邯 的 时 间 快 和 到了， 你 怎么 还 不 出 去 放松 一 下 
呀 ? ” 


“ 啊 ， 我 想起 来 了 ， 今 天 是 训练 的 日 子 。? 米 尔 寻 说 看 把 铅笔 还 给 我 ， 表 
丫 企 入 口 处 的 女 护 子 走 去 。 


米尔 婚 刚 要 迈 出 图 书 宝 时 ， 义 回 过 头 来 对 我 说 :“ 什 么 时 候 有 空 的 话 ， 
我 跟 你 说 天 于 “世界 上 只 有 两 个 质数 "的 话题 。” 


识 完 她 融 离 开 了 。 疼 书 军 里 只 剩 下 我 一 个 人 。 
为 什么 世界 上 只 有 两 个 质数 呢 ? 
这 到 奔 古 怎么 回 事 ? 


一 封 名 叫 数学 


公式 的 情书 


我 的 心里 全 是 你 。 


2.1 在 校门 口 


我 已 经 读 噩 二 了 ， 但 对 我 来 说 唯一 变化 的 就 是 量 上 列 看 的 年 级 牌子 。 和 
昨天 一 样 的 生活 今天 仍然 在 继续 ， 直 到 今天 早晨 我 还 这 么 认为 。 


四 月 搬 的 一 个 多 云 的 早 展 ， 我 在 校门 口 被 一 个 女孩 叫 住 了 了。 

她 两 手 摊 看 个 白色 的 信封 ,将 它 壕 到 我 面 豚 。 束 这 样 ， 我 更 名 其 妙 地 收 
下 了 这 封 信 。 那 个 女孩 子 问 我 行 了 个 礼 ， 整 飞 弃 看 进 了 校园 。 

她 比 我 矮 很 多 。 我 从 来 都 没有 见 过 这 个 女孩 子 ， 我 想 她 可 能 是 前 阵子 刚 
入 学 的 新 生 吧 。 我 迅速 将 信和 禾 入 衣服 口袋 ， 便 朝 教室 走 去 。 


上 次 收 到 信 还 是 在 上 小 学 的 时 候 。 那 次 是 因为 我 感 旱 休 假 ， 一 个 女 班 干 
部 将 作业 题 和 一 封 信 一 起 交 给 了 我 。 信 上 写 厦 :“ 大 家 都 等 着 你 哦 。 愿 
你 号 体 快 操 好 起 来 ， 快 点 回 到 学 校 来 响 。” 与 其 说 是 信 ， 更 像 是 一 张 售 
单 的 便条 。 


正如 过 去 米尔 时 对 我 所 说 的 :“ 谁 都 不 知道 接 下 来 会 友 生 什么 。” 和 上 昨天 
一 样 的 生活 今天 不 一 定 会 继续 。 


上 诛 时 ， 衣 服 口 袋 里 的 那个 信封 一 耳 拨 得 我 心里 友 痒 。 


2.2 心算 智力 题 


“给 你 做 个 心算 小 测验 。1024 的 约 数 有 几 个 呀 ? ” 


午休 的 时 候 ， 我 正 准备 拿 出 那个 女孩 的 信 ， 米 尔 苦 一 边 哨 痢 奇 巧 威 化 巧 
克 力 ， 一 边 到 我 的 座位 边 向 我 提问 。 因 为 中 途 不 能 换班 级 ， 所 以 到 了 高 
一 ， 我 和 米尔 又 仍旧 是 同班 同学 。 

“心算 吗 ? ”我 边 问 边 把 信 重 新 放 回 衣服 口袋 。 

“在 我 数 到 10 之 前 回答 我 。0, 1 2, 3, ...” 

等 等 。1024 的 约 数 ...... 1024 是 能 被 除 尽 的 数 吗 ? 可 以 被 1 除 吧 ， 被 2 
除 也 可 以 ， 但 不 能 被 3 除 。1024 不 能 被 3 除 尽 ， 但 是 可 以 被 4 除 尽 。 
呵 ， 对 了 ，1024 是 2 的 10 次 方 ...... 我 开始 进行 紧张 的 计算 。 

,9, 10。 时间 到 了 ， 算 好 了 吗 ? 几 个 呀 ? ?米尔 莫 问 。 

“11 个 。1024 的 约 数 有 11 个 。” 我 赶忙 答 道 。 


“完全 正确 。 你 是 怎么 计算 的 ? ?米尔 对 伸 出 舌头 试 醋 泪 有 巧 元 力 的 手 
指 ， 等 着 我 回答 。 

“将 1024 进行 因数 分 解 得 到 的 是 2 的 10 次 方 。 也 惑 是 说 ， 将 1024 变 成 
10 个 2 相 乘 的 形式 。” 我 回答 道 。 
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我 接着 说 : “1024 的 约 数 能 够 被 1024 整除 。 也 就 是 说 ， 所 有 的 约 数 必定 


是 2 的 次 方 。n 在 0 到 10 之 间 取 值 。 所 以 ，1024 的 约 数 束 是 以 下 这 


| 


听 了 我 的 回答 后 ， 米 尔 对 锋 频 点 头 表 示 和 给 同 :“ 对 啊 。 那 我 融 接 痢 出 下 
一 题 唉 。 把 1024 的 所 有 约 数 相 加 ， 最 后 所 得 的 和 为 多 少 蚜 ?>” 


“米尔 嘉 ， 不 好 意思 ， 我 中 午 还 有 其 他 事情 ， 我 过 会 儿 再 回答 你 .……* 我 
边 说 边 站 起 身 。 

米尔 嘉 突然 被 我 打 断 间 话 ， 顿 时 露出 了 不 高 兴 的 神色 。 我 也 顾 不 上 这 
些 ， 匆 匆 离开 了 教室 。 


可 和 是， 打上 肠 别 人 问 孝 很 没 礼 够 吧 。 米 尔 肝 问 我 什么 来 者 ? 求 1024 的 所 
有 约 数 之 和 是 吧 ? 我 一 边 想 看 一 边 绷 配 上 疏 。 


2.3 信 
-=- 
天 系 吧 。 

在 信封 里 有 一 张 白色 的 信纸 ， 信 是 用 钢笔 瑟 的 ， 字 迹 清 


我 是 今年 春天 刚 入 学 的 泰 示 拉 。 我 和 学 长 您 古 同一 所 初中 毕业 的 ， 

比 您 小 一 届 。 我 想 和 学 长 探讨 天 于 如 何 才能 学 好 数学 的 问题 ， 所 以 
写 了 这 封 信 。 

虽然 我 对 数学 十 分 感 兴 趣 ， 但 是 从 初中 开始 我 的 数学 成 绩 束 不 好 。 
进入 局 中 后 ， 我 昕 说 高 中 数学 古 非常 难 学 的 ， 所 以 想 癌 学 长 讨教 一 
下 该 怎么 元 服 这 个 溥 蚤 科目 。 


在 百 忙 之 中 打扰 您 ， 真 是 不 好 意思 ， 不 知道 您 是 侍 愿意 与 我 探讨 一 
下 这 个 问题 呢 ? 如 果 可 以 的 话 ， 今 天 放学 后 ， 我 在 阶 标 教 宇 等 您 。 


我 将 这 封 信 谈 了 4 通 


原来 是 这 样 ， 这 个 女孩 子 名 叫 泰 条 拉 呀 。 她 和 我 在 同一 个 初中 ， 而 且 是 
比 我 小 一 届 的 学 妹 ， 我 真 的 一 点 都 不 记得 了 。 但 是 数学 不 好 的 同学 确实 
很 多 ， 更 不 用 说 是 刚 入 校 的 新 生 了 。 


| 我 完全 会 销 
忆 \ = 时 下 》 束 这 样 吧 。 


放学 后 ， 只 好 云 阶 屈 教 军 唆 。 


2.4 放学 后 


“1024 的 所 有 约 数 之 和 算出 来 没有 啊 ? ” 


PR 百 束 后 ， 我 正 准 备 去 阶 标 教 室 ， 米 尔 器 突然 义 开 始 对 我 友 问 


“是 2047。” 我 立刻 回答 。1024 的 所 有 约 数 之 和 是 2047。 
“对 是 对 了 ， 但 那 是 因为 你 考虑 的 时 间 非 常 充 分 吧 。” 米 尔 嘉 说 。 
“算是 吧 ...... 再 见 。” 我 同 她 道别 。 
“你 是 去 图 书 室 吗 ? ”顿时 ， 她 的 眼神 中 掠 过 一 丝光 芒 。 
“不 是 ,今天 可 能 不 去 图 书 室 了 ， 有 点 急事 。” 我 说 。 
“ 喝 ， 这 样 啊 ， 那 我 给 你 布置 家 诗作 业 。? 她 说 。 

米尔 嘉 给 我 布置 的 家 许 作业 

有 一 个 正 整 数 n， 如 何 求 出 n 的 所 有 约 数 之 和 ? 请 写 出 解 题 方 法 。 
我 听 后 问 道 :“ 这 道 题 的 意思 是 不 是 要 用 n 来 表示 其 所 有 约 数 之 和 ?>” 
“不 是 ， 你 只 要 告诉 我 求解 的 步骤 就 可 以 了 。? 她 说 。 


2.5 阶 樟 教 宇 


阿 ， 真 对 .….…. 对 不 起 。 特 地 叫 您 来 一 次 ..….” 


我 一 路 入 阶梯 教室 ， 束 看 见 一 个 紧张 地 等 行 痢 我 出 现 的 女孩 子 。 她 束 旦 
泰 示 拉 ， 怀 里 抱 看 笔记 本 和 铅笔 例 。 


“学 .和 学长， 我 非 芝 四 和 您 交流 ， 可 十 我 却 不 知道 该 怎么 跟 您 说 。 听 
朋 到 次 ， 在 阶 柳 教 室 说 话 会 比较 方便 ， 所 以 可 .…2” 

从 主教 学 术 军 过 中 心 化 轩 ， 融 是 阶梯 教 宇 ， 物 理 读 和 化 学 诛 一 般 都 在 阶 
标 教 室 进 行 。 教 室内 每 排 椅 子 的 择 放 呈 阶 标 状 ， 最 低 处 是 讲台 。 这 样 做 
是 为 了 让 教室 里 坐 看 的 所 有 学 生 痢 能 看 消 讲 台 上 老师 所 做 的 实验 。 


oo 
到 的 信 。 


“我 谈 了 信 哦 。 但 不 好 意思 的 是 ， 我 不 太 记 得 你 了 。? 我 说 。 

她 拼命 地 择 抒 右 于 说 :“ 那 当然 ， 我 也 认为 和 您 不 会 记得 我 。” 

我 接着 问 道 :“ 对 了 ， 你 是 怎么 知道 我 的 呀 ? 我 想 我 中 学 时 应 该 没 那么 
受 人 瞩目 吧 。? 我 是 一 个 不 参加 任何 诛 外 活动 的 邦 孩 子 ， 一 放学 融 往 图 
书 室 跑 ， 不 会 引起 列 人 注意 吧 。 


“ 曙 ， 这 是 因为 …... 个 是 啦 ， 和 学 长 可 是 很 有 名 的 哦 。 我 …... 我 …..” 她 一 
个 劲 地 解释 。 


“ 算 了 ， 没 关系。 对 了 ， 你 不 是 因为 目 己 数 学 不 好 ， 想 要 和 我 讨论 讨论 
加? 我 可 以 问 问 你 的 详细 情况 吗 ? ”我 言 归 正 传 。 


“好 的 。 谢 谢 和 您 。 我 上 小 学 时 ， 和 觉得 数学 问题 啦 计 算 啦 都 非 钊 有 意 站 ， 


可 是 进 了 初中 以 后 ， 无 论 是 听 老 师 讲课 还 是 自己 看 书 ， 都 觉得 自己 越 来 
越 不 能 理解 了 。 到 了 高 中 ， 老 师 说 数学 很 重要 ， 叮 嘱 我 们 一 定 要 认真 学 


习 。 我 也 很 努力 地 在 学 ， 但 是 总 不 能 完全 理解 ， 不 知道 学 长 是 不 是 有 共 
法 祖 玫 我 ? ”她 说 明了 目 己 的 学 习 情 况 。 


“原来 如 此 。” 我 又 问 ，“ 顺 便 问 一 下 ， 你 有 没有 因为 你 所 说 的 不 能 完全 
理解 ' 而 导致 考试 成 绩 不 太 好 昵 ? ” 


“这 个 倒 还 不 至 于 。? 她 答 道 。 
泰 条 拉 用 大 拇指 按 着 嘴唇 ， 思 考 着 。 她 留 着 一 头 短 发 ， 一 双 机 灵 的 大 了 眼 


睛 ， 了 眼珠 消 效 汶 地 转动 看 。 这 让 我 感觉 她 很 像 有 活力 的 小 动物 ， 比 如 说 
小 松 当 ， 或 者 小 猛 号 ， 她 给 我 的 感 千 大 概 束 是 这 样 。 


的 分 数 。 成 绩 的 沙 弄 非常 大 。” 她 伞 充 违 。 

我 接着 问 :“ 那 上 读 怎 么 样 呢 ? 都 听 得 情 吗 ? ” 

她 说:“ 说 到 上 诛 呆 ， 我 很 四 能 够 全 部 理解 .…….” 

“但 感到 听 不 恒 ， 对 吗 ? ?我 问 。 

“是 啊 。 我 觉得 不 是 很 收 。 我 能 解 题 ， 但 也 只 能 解 个 大 概 。 我 上 谍 能 听 
恒 ， 但 也 只 十 异 个 大 概 。 但 是 ， 事 实 上 是 没有 真 恒 。” 她 说 。 

2.5.1 质数 的 定义 

“我 可 以 册 问 得 具体 点 吗 ? 你 知 站 质数 吗 ? ”我 问 泰 示 拉 。 

i 我 想 我 知 姓 吧 。” 她 讽 。 

“你 想 你 知道 ?” 那 我 回 问 你 ， 你 能 说 说 质数 的 定义 吗 ? 请 你 回答 ' 质 数 是 
Wak i 不 要 用 计算 公式 来 表示 ， 用 语言 表达 束 可 以 了 。” 我 案 


“ 问 我 质数 是 什么 呵 。 咖 ， 吏 是 类 似 5 啦 7 啦 之 类 的 数字 吧 。”* 好 回答 
道 。 


“ 蝎 ，5 和 7 都 是 质数 。 这 是 对 的 ， 但 是 5 和 7 只 能 说 是 可 以 被 称 为 质数 
的 两 个 例子 。 “举例 说 明 ' 和 "下 定义 ,是 不 同 的 。" 我 纠正 了 她 的 说 法 ， 之 
后 再 一 次 问 道 ，“ 质 数 是 什么 呢 ?” 


泰 洒 拉 点 点 头 说 ; “好 吧 。 质 数 是 .…… 只 能 被 1 和 其 本 身 整除 的 数 
字 ' 吧 ? 数学 老师 说 过 必须 要 背 出 质数 的 定义 ， 所 以 我 还 记得 。，” 


我 接着 她 的 话说 :“ 如 果 是 这 样 的 话 ， 你 一 定 也 认为 下 和 面 我 说 的 这 个 定 
义 古 正确 的 吧 。” 


“下 整数 p 只 能 被 1 和 p 整除 时 ， 我 们 把 p 叫 作 质 数 。”(? ) 


“是 啊 ， 我 认为 是 对 的 。” 她 说 。 
“不 对 ， 这 个 定义 是 错误 的 。” 我 说 道 。 
“ 啊 ? 但 是 比如 说 5 是 质数 ， 它 不 束 只 能 被 1 和 5 整除 呆 。” 她 不 明 昌 。 
我 解释 道 : “ 叫 ，5 确实 是 质数 。 但 是 如 果 照 这 个 定义 来 说 的 话 ，1 也 变 
成 质数 了 。 为 什么 这 么 说 呢 ， 因 为 如 果 p 是 1 的话,，p 也 只 能 被 1 和 
整除 啊 。 但 是 ，1 不 算 在 质数 里 。 最 小 的 质数 应 该 是 2。 把 质数 以 从 小 
到 大 的 顺序 排列 的 话 ， 是 从 2 开始 的 。” 

2, 3, 5, 7, 11 13, 17, 19, ... 


我 继续 襄 道 :“ 所 以 上 面 我 说 的 定义 是 不 对 的 。 关 于 质数 ， 正 确 的 定义 
应 该 是 下 面 这 样 ， 归 排除 个 别 情 况 。” 


“下 整数 p 只 能 被 1 和 整除 时 ， 我 们 把 p 叫 作 质数 。 但 是 质数 不 包括 
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“或 者 在 句 首 加 上 条 件 进 行 定 义 。? 我 补充 道 。 


“ 比 1 大 的 整数 p 只 能 被 1 和 p 整除 时 ， 我 们 把 p 叫 作 质数 。” 


“或 者 将 这 个 加 上 的 条 件 写 成 算式 也 可 以 。” 我 义 补 充 说 。 


“ 当 整 数 p>1， 并 且 只 能 被 1 和 op 整除 时 ， 我 们 把 p 叫 作 质 数 。” 


“ 哦 ， 对 哦 ，1 不 是 质数 .…... 我 想起 来 了 ， 我 确实 学 过 。 学 长 所 说 的 定义 
我 也 完全 理解 了 了 。 但 是 .………” 这 时 ， 泰 东 拉 狐 地 抬 起 头 说 , “质数 不 包括 
1 这 一 后 我 是 明白 了 。 但 是 ， 还 是 不 能 完全 接受 。 为 什么 质数 不 包括 1 
呢 ? 为 什么 包括 了 1 束 个 对 了 呢 ? 我 不 是 很 明日 质数 不 包含 1 的 


rationale。” 

“rationale 是 什 么 意思 啊 ? ”我 不 解 。 

“rationale 束 是 正当 的 理由 ， 可 以 用 原理 来 说 明 的 理论 根据 。” 她 容 过 。 
向 ， 这 护 子 ， 这 个 女孩 原来 知道 彻 彻 奈 压 理 解 的 午 要 性 啊 。 

“学 长 ? ”她 好 像 看 出 我 走神 了 。 


“| 阿 ， 对 不 起 ， 你 问 我 质数 为 什么 不 能 包含 1 对 吧 ? 很 简单 哦 。 那 是 因 
为 质 因数 分 解 有 唯一 分 解 定理 。” 我 加 过 神 来 。 

“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 是 什么 呀 ? ”她 问 道 ，。 

“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 就 是 说 ， 将 某 个 正 整数 n 分 解 质 因 数 时 ， 
其 形式 是 唯一 的 。 比 如 ， 将 24 进行 质 因数 分 解 ， 其 唯一 形式 是 2 x 2 x 


2 x3。 不 过 ， 不 用 考虑 这 些 质 因数 的 顺序 ， 不 论 是 2x2x3x2 还 是 3 
x2x2x2， 这些 形式 只 是 质 因数 的 顺序 不 同 而 已 ， 我 们 仍 把 它们 看 作 


征 同 一 种 质 因 数 分 解 的 形式 。 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 对 于 数学 而 言 
0 RN EE 
可 她 解 炎 。 


“ 仪 仪 为 辽 特质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ， 束 随 随 便便 地 这 么 规定 
吗 ? ”她 不 能 理解 。 


“是 啊 。 不 过 你 说 随 随 便便 规定 有 后 言 过 其 实 了。 数学 家 们 十 为 了 建立 
一 个 数学 的 世界 而 规定 一 些 有 用 的 数学 概念 ， 然 后 再 给 这 些 概念 取 名 ， 
也 就 是 对 其 进行 定义 。 如 采 能 清晰 地 给 这 些 概念 做 出 规定 的 话 ， 人 至 少 作 
为 定义 是 合格 的 。 所 以 ， 正 如 你 所 说 的 ， 质 数 包含 1 的 定义 也 是 有 可 能 
的 。 但 是 ， 定 义 是 售 可 能 与 这 个 定义 是 人 否 有 用 是 有 区 列 的 。 如 末 照 你 所 
说 的 ， 将 工 放 到 质数 里 ， 这 梓 融 不 能 运用 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 
了 。 顺 便 问 一 下 ， 你 现在 理解 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 了 吗 ? ”我 


Vs 


“ 唱 ， 为 什么 你 只 是 觉得 目 己 理解 了 呢 ? 目 己 是 任 已 经 真正 理解 必须 菲 
二 


“是 个 只 正 理 解 要 苇 目 己 来 确定 ， 此 话 怎 讲 ? ”她 问 道 。 


“比如 说 ， 可 以 举 个 恰当 的 例子 来 考 胆 目 己 是 不 是 真正 理解 了 。 举例 是 
理解 的 试金石 。 :虽然 举例 并 不 是 定义 ， 但 是 举 一 个 硝 切 的 例子 是 很 好 
的 练习 。” 我 答 道 。 


“如 果 1 包含 在 质数 里 的 话 ， 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 就 不 成 立 了 ， 
请 举例 说 明 。>” 


“这 样 啊 。 如 果 1 包含 在 质数 里 的 话 ，24 的 分 解 质 因数 吏 变 为 这 样 了 ， 
会 出 现 很 多 种 形式 .…...” 她 说 。 
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“ 曙 ， 是 啊 。 这 束 是 质 因 数 分 解 的 唯一 分 解 定理 不 成 并 的 例子 。” 

泰和 拉 昕 了 我 的 话 后 顿时 放心 了 。 

“只 是 ， 比 起 “会 出 现 很 多 种 形式 ?这 样 的 说 法 ，“ 会 出 现 几 种 或 者 会 出 现 
两 种 以 上 ’ 的 说 法 更 好 些 。 为 什么 这 么 说 呢 ， 那 是 因为 .…...” 我 的 话 还 没 
说 完 ， 束 昕 泰 示 拉 案 跟着 说 :“ 那 古 因为 后 者 表达 蝎 严 座 吧 ? ” 


“下 是 如 此 。' 很 多 ;这 个 表达 方式 不 够 严 亩 。 到 捕 大 于 几 个 才 算 古 ' 很 
多 呢 ? 这 种 表达 有 有 卜 义 。” 我 说 。 


泰 打 拉 说 :“ 学 长 ， 不 知 怎么 的 ， 我 感觉 我 的 脑子 像 被 彻底 打扫 了 一 
遍 ， 重 新 装 进 了 定义 、 举 例 、 质 数 、 分 解 质 因数 、 唯 一 分 解 定理 ， 等 

等 。 另 外 ， 还 要 注意 语言 表达 的 严谨 性 。 对 数学 而 言 ， 如 何 应 用 语言 来 
表达 是 非常 重要 的 吧 ? ” 

“对 ， 你 真 聪明 。 在 对 数学 概念 的 表达 上 可 要 谨慎 地 使 用 语言 。 为 了 尽 
量 不 让 人 产生 误解 ， 就 要 使 用 严密 的 语言 。 对 数学 表达 而 言 ， 最 最 严密 
的 语言 就 是 数学 公式 了 。" 我 说 。 

“数学 公式 ,……" 她 不 明白 。 

“说 到 数学 语言 ， 就 不 得 不 说 数学 公式 。 我 想 使 用 黑板 ， 我 们 往 下 走 走 
去 讲台 那里 吧 。* 于 是 ， 我 就 顺 着 楼 梯 往 下 走 ， 泰 杀 拉 跟 在 我 后 面 。 才 
走 了 两 三 步 ， 只 听 * 味 "的 一 声 ， 我 顿时 感到 背部 一 阵 剧 烈 疼 痛 。 

4 阿 1 "我 不 禁 大 叫 。 

“不 ， 不 好 意思 ! * 泰 采 拉 连忙 道歉 。 

她 不 小 心 在 阶梯 处 绊 了 一 跤 ， 正 好 撞 在 我 身上 。 我 们 两 个 人 差点 一 起 滨 


下 去 ， 季 好 我 拼命 地 站 稳 了 脚 。 真 是 太 人 危险 了 ! 


2.5.2 ”绝对 值 的 定义 
“那么 你 知道 绝对 值 吗 ? "我 问 。 我 们 面 朝 着 黑板 ， 在 讲台 上 并 排 站 着 。 


咏 ， 我 想 我 知 借 吧 。5 的 绝对 值 束 是 5，-5 的 绝对 值 也 是 5， 束 古 只 要 
把 负数 的 负 瑟 去 挥 束 可 以 了 吧 ?” 泰 示 拉 回 深 过 


….… 那 么 ， 用 数学 式 子 来 表示 x 的 绝对 值 的 定义 的 话 ， 这 样 写 你 二 
不 是 能 接受 呢 ?” 我 在 黑板 上 号 下 数学 式 子 。 


x 的 绝对 值 |x| 的 定义 


| = +  ( 当 有 zw 之 0 时 ) 
|-z 雪 z<0H) 


“ 呵 ， 这 样 说 来 ， 我 对 此 还 真有 所 疑问 呢 。x 的 绝对 值 不 是 去 挥 负 号 束 可 
以 了 吗 ? 为 什么 会 出 现 -x 的 情况 呢 ? ”她 疑惑 不 解 。 


“去 挥 负 号 ;这 一 膏 法 跌 数 学 语 言 而 言 是 比较 暧昧 不 清 的 。 虽 然 这 种 说 法 
能 够 让 人 理解 其 意思 ， 能 够 大 八 明 日 说 的 是 什么 。” 我 说 。 


“那么 ， 把 这 个 说 法 改 成 ‘把 负 号 变 成 正 写 " 呢 ?” 她 崇 退 人 不 舍 。 


这样 说 也 很 肯 味 不 清 啊 。 比 如 ，-x 的 绝对 值 是 什么 ?" 我 在 黑板 上 写 
中 。 


|-x| 
“去 挥 负 号 ， 管 案 是 x 吧 ， 也 就 是 说 ，|-x| 等 于 x。” 她 答 道 。 
昔 了 。 那 如 果 x 等 于 -3， 答 案 将 如 何 呢 ? ”我 举 出 反例 。 
“ 啊 ?”Xx 如 果 是 -3 的 话 .…….” 泰 条 拉 也 在 黑板 上 写 了 起 来 。 


| 一 2 = | 一 (一 中 因为 x = 一 3 
= |3| 因为 一 (-3)=3 
一 3 因为 |3 引 = 3 


“如 果 照 你 所 说 的 |-x| 束 是 x 的话 ，x 是 -3 的 时 候 ， -x| 必须 是 -3 了 。 但 
是 事实 上 ，|-x| 却 是 3。 也 就 是 说 ，|-x| 应 该 等 于 -x。” 听 了 我 的 解释 ， 乏 
未 拉 义 看 了 看 式 子 ， 开 始 陶 入 沉思 。 


“ 呵 ， 我 知道 了 。 是 啊 ，x 原本 就是 负数 的 时 候 ， 如 果 不 再 加 上 一 个 希 号 
的 话 ， 这 个 数字 就 变 不 了 正 数 。 不 知 怎么 的 ， 我 无 意识 中 就 把 x 当 作 是 
3 啦 、5 啦 之 类 的 正 数 了 。” 她 屏 然 大 悟 。 

“对 啊 ，x 这 个 字母 前 面 没有 加 什么 符号 ， 所 以 一 般 人 们 都 不 会 想到 x 还 
可 能 是 -3 这 样 的 情况 ， 但 这 恰恰 又 是 很 重要 的 。 用 x 来 表示 就 是 因为 
不 用 举 出 具体 数字 ， 就 能 定义 x 的 绝对 值 。 如 果 只 是 说 “去 掉 负 号 就 是 
绝对 值 ;， 那 束 过 于 片面 了 。 男 外 ， 我 们 还 必须 要 注意 不 能 态 了 加 上 条 
件 。 说 得 难 昕 点 ， 就 是 要 让 人 和 觉得 是 在 故意 刁难 他 们 ， 必 须 进行 严密 的 
思考 。 当 你 逐渐 习惯 了 严密 的 思考 时 ， 你 就 会 觉得 自己 也 习惯 数学 公式 
和 数学 了 。” 


我 正 说 看 ， 泰 示 拉 一 屁股 坐 在 最 前 排 的 一 把 村 子 上 ， 她 堵 不 作 声 地 用 手 
指 不 集 地 玩弄 看 笔记 本 的 页 角 ， 像 是 在 思考 看 什么 。 


于 是 ， 我 承 在 一 劳 等 她 开口 说 话 。 

“我 .…... 我 是 不 是 浪费 了 初中 的 大 好 时 光 呀 ? ”她 终于 开口 了 。 

“此 话 怎 讲 ? ”我 问 。 

“我 也 算是 读 上 来 了 ， 但 是 ， 我 却 从 没有 仔细 地 看 过 教科 书 中 出 现 的 完 
义 和 数 学 公式 一 一 我 一 直 就 没有 认真 对 待 。” 她 长 叹 一 口气 ， 显 出 非常 
失望 的 样子 。 

“ 喂 ! ”我 有 话 要 说 。 

“上 只， 怎么 了 ? ” 泰 打 拉 看 看 我 。 


“如 此 你 这 么 想 的话 ， 从 现在 开始 学 会 严密 思考 也 不 晚 啊 。 过 去 的 事 束 
让 它 过 去 吧 。 你 要 面 对 现 在 ， 对 于 现在 认识 到 的 事情 ， 只 要 在 今后 好 好 
注意 惑 可 以 了 。? 我 识 。 

泰 朱 拉 像 是 舒 了 口气 ， 睁 大 眼睛 ， 立 刻 站 起 里 来 ,，“ 是 ..….... 是 啊 。 已 经 
EE PA 
这 样 ， 学 长 。” 


RN 
吧 。” 我 说 。 


“继续 聊 ? ”她 问 。 


“ 唱 ， 我 放学 后 一 般 痢 在 图 书 室 ， 厂 东 拉 ， 如 各 你 还 有 什么 要 问 我 的 
话 ， 册 叫 我 好 了 。 ”我 丛 道 。 


好 上 听 后 顿时 两 眼 放 光 ， 很 开心 地 笑 了 笑 ， 说 : 5 | 光 


2.6” 回 家 路 上 


走 到 教室 门口 时 ， 泰 示 拉 抬头 看 看 天 空 ， 叫 考 ;“ 啊 蚜 蚜 .…... 下 雨 
了 1! ”天 空 己 云 密布 ， 风 起 了 宜家 细 雨 。 


“你 没 市 伞 吗 ? ”我 问 。 


“早上 赶 痢 出 门 ， 瑟 记 市 了 。 真 是 日 看 天 气 预 报 了 ! 
正 羡 小 雨 ， 我 锯 跑 束 行 了 。”? 她 说 。 


“但 跑 到 地 铁 站 还 是 会 被 淋 湿 哦 ， 有 反正 我 们 是 一 个 方 回 ， 一 起 走 吧 。 我 
的 金 也 比较 大 。” 我 邀请 道 。 


“ 那 不 好 意思 唆 。 谢 谢 您 。" 她 同意 了 。 
和 女孩 子 同 撑 一 把 伞 还 是 我 有 生 以 来 第 一 次 。 春 雨 细 细 的 ， 柔 柔 的 ， 我 
们 慢 慢 走 着 。 刚 开始 时 我 还 有 点 儿 不 自在 ， 连 走路 都 显得 笨拙 了 ， 但 随 
着 我 渐渐 地 跟 上 她 的 步伐 ， 心 情 也 平静 了 下 来 。 这 条 路 很 安静 。 道 路 原 
本 的 哮 杂 声 可 能 都 被 雨水 吸收 了 ， 

今天 能 和 泰 打 拉 进 行 那么 长 时 间 的 对 话 ， 我 真 的 很 高 兴 。 像 她 这 样 的 学 
妹 真是 可 爱 啊 ， 心 中 有 什么 想法 都 表露 在 有 答 上 ， 让 人 一 看 就 知道 她 是 不 
是 真情 ， 

“学 长 ， 您 为 什么 能 立刻 知道 呢 ?” 索 打 拉 突 然 问 我 。 

我 回 过 神 来 : “知道 什么 呀 ? ， 

“没有 ， 咽 .……. 今 天 您 和 我 说 话 时 ， 为 什么 我 不 知道 的 地 方 立刻 就 被 学 
长 您 发 现 了 呢 ? 我 想 不 太 明白 。* 她 说 。 

呵 ， 吓 了 我 一 跳 。 我 还 当 她 有 心灵 感应 ， 知 道 我 在 想 什么 呢 ， 


我 是 了 定神 :“ 今 天 所 说 的 质数 、 绝 对 值 的 问题 其 实 也 是 我 以 前 所 疑惑 
的 。 学 习 数 学 时 ， 一 有 不 情 的 地 方 束 很 烦恼 ， 会 连续 思考 几 天 ， 看 书 ， 
有 时 会 突然 则 悦 然 大 悟 ，“ 啊 ， 原 来 是 这 么 回 事 啊 。’ 屠 时 就 会 特别 开 


但 没关系 。 友 





心 。 随 看 这 种 开心 的 体验 越 来 越 多 ， 我 加 渐 渐 杜 欢 上 了 数学 ， 数 学 也 耽 
越 来 越 好 了 。 啊 ， 这 里 要 扔 要 了 。?” 


“ 抛 角 束 是 ‘The Bend in the Road: 吧 ? 从 这 里 走 也 能 到 车站 吗 ? ”她 问 。 


“在 啊 ， 在 这 里 殷 人 要， 一 直 守 过 住宅 区 到 年 丫 的话 ， 要 比 询 的 路 线 快 得 
多 呢 。” 我 说 。 


“会 很 快 到 车 站 吗 ?” 她 义 问 。 
“是 啊 。 早 上 走 这 条 路 线 的话 ， 也 比较 快 哦 。” 我 说 。 


哎呀 ， 秦 人 打 拉 一 下 子 放 慢 了 脚步 。 是 不 是 我 走 得 太 快 了 呢 ? 要 和 上 她 的 
脚步 还 真 难 。 


到 后 站 了 。 


| 我 还 要 顺便 去 一 下 书店 ， 册 见 。 对 了 ， 我 把 伞 信 给 你 
Ue 


“ 呵 ， 在 这 里 就 告别 吗 ? 咽 ...... 那 个 ..…...” 她 支 文 吾 吾 。 
“ 照 ?在 么 了 ?我 训 。 


“ 没 …… 没 什么 。 把 伞 借 给 我 吧 ， 我 明天 还 您 。 今 天 真是 谢谢 您 了 。” 泰 
条 拉 把 双手 摆 在 腿 前 ， 深 深 地 朝 我 闽 了 一 身 。 





2.7 月 己 家 

夜晚 。 

我 一 个 人 在 房间 里 回想 着 今天 和 和 友和 打 拉 之 间 的 对 话 。 地 是 那么 地 坦率 ， 
而 且 求 知 欲 强 ， 今 后 一 定 会 有 发 展 空间 的 。 我 想 如 果 她 也 能 渐渐 体会 到 
数学 的 乐趣 束 好 了 。 

和 和 琵 和 汞 拉 说 话 的 时 候 ， 我 有 种 教 她 学 习 数 学 的 感觉 。 这 种 感 党 与 我 和 米 
尔 甘 说 话 时 的 感觉 完全 不 同 。 米 尔 里 始终 在 替 着 我 的 蛙 子 走 。 硝 切 地 说 
是 她 在 教 我 。 


轧 到 米尔 旱 ， 我 突然 想起 了 她 给 我 留 的 “家 庭 作 业 ”。 竟 然 有 同班 同学 给 
我 布置 家 性 作业 的 。 


米尔 有 对 给 我 布置 的 家 性 作业 

有 一 个 正 整 数 n， 如 何 求 出 n 的 所 有 约 数 之 和 ? 请 与 出 解 题 方法 

这 个 问题 只 要 求 出 n 的 所 有 约 数 束 能 得 出 答 采 了 。 先 求 出 n 的 所 有 约 
数 ， 然 后 把 它们 相 加 求 出 “ 约 数 之 和 ”。 但 是 ， 这 种 求解 方式 也 太 复 杂 了 
吧 ， 我 骨 想 想 还 有 没有 其 他 什么 简便 的 方法 。 嗯 ， 试 试 把 整数 n 进行 质 
因数 分 解 。 


我 想到 了 午休 时 的 感 日 ;1024 是 2 的 10 次 方 。 如 末 把 此 题 用 字 苹 来 表 
示 的 话 ， 比 如 说 将 n 变 成 质数 的 习 方 形式 ， 如 下 所 示 。 


n= pm pp 为 质数 ，m 为 下 整数 


n= 1024 时 ， 上 式 就 变 为 p= 2，m = 10 的 特殊 形式 。 如 果 像 列举 1024 
的 约 数 那样 考虑 的 话 ，n 的 约 数 就 如 下 所 示 。 


m 


1,p,p 了 


所 以 当 n=p"m 时, n 的 所 有 约 数 之 和 应 该 按 以 下 方法 求解 。 


”的 所 有 约 数 和 1 上 +p 士 玉 十 三 十 :十 到 


入 上 所 述 ， 妆 n 为 p" 这 一 形式 时 ， 我 们 能 外 水 出 关于 整数" 的 所 有 的 
数 之 和 ， 


我 们 还 可 以 将 正 整 数 n 进行 质 因数 分 解 。 假 设 p, q, 7,… 为 质数 ，a, D, c 
… 为 正 整 数 。 


n=p Xo Kr x-.--x 


阿 ， 等 一 下 。 如 拉 用 字母 的 话 ， 则 不 能 表示 其 一 般 形 式 。 如 来 在 指数 的 
地 有 a, b,c, .… ， 骨 加 上 p, q,7,.… 之 类 的 字母 ， 数 笃 公 式 束 变 得 混乱 
不 堪 。 


如 果 能 写成 2 x 3! x 7! x .… x 1 这 样 的 形式 就 好 了 ， 也 就 是 质数 下 半数 
的 积 的 形式 ， 


a 风 放 忆 5 用 po; Pl Pa ;Pm 来 表示 质数 ， 处 后 用 HD), 1, 2, ,tm 
来 表示 指数 ， 在 字母 右 下 角 标 上 下 标 0, 1, 2, …, m， 里 然 访 公式 有 扩 林 
乱 ， 但 这 是 一 般 形 式 。 这 里 m+ 1 表示 “将 n 分 解 质 因 数 后 质 因数 的 个 
数 ”。 我 们 再 重新 算 一 通 。 


将 下 整数 n 进 4 本质 因数 分 解 ， 一 般 痢 可 以 写成 以 下 形式 。 假 设 
po, Pil,pa…… ,pm 为 质数 ，am,al,aa，…… ,lm 为 正 整 数 ， 则 有 


| Ue 


n= i Xp Kp 


n 的 结构 如 果 是 这 样 的 话 ， 那 么 n 的 约 数 驶 可 以 表现 为 以 下 形式 。 


bm 


bo 、 1 ba 、 
py XP XP XX pn 


此 时 ，bo, 扫 ,bo,… ,bm 就 是 以 下 整数 。 


bo 二 0,1,2,3,…. oo 中 的 任意 数 
bi 二 0,1,2,3,.… ,al 中 的 任意 数 
bz 二 0,1,2,3,:… ,aa 中 的 任意 数 


bm = U 1 2 3 中 的 任意 数 
照 ， 如 果 仔 细 瑟 出 来 的 话 ， 看 起 来 真 复 末 啊 。 也 束 是 说 ， 如 来 质 因 数 不 
变 ， 指 数 从 0, 1, 2, … 开始 变化 ， 束 能 形成 不 同 的 约 数 。 说 起 来 是 很 何 
单 ， 但 是 变形 成 一 般 形式 后 ， 式 子 就 比较 多 了 。 这 种 情况 很 常见 。 
不 过 变形 后 驶 很 简单 了 。 要 求 约 数 的 和 ， 只 要 把 所 有 约 数 都 加 起 来 瓯 可 
以 了 。 
(n 的 所 有 约 数 之 和 )=1+po 十 p90 十 0 十 … 十 p60" 
十 1 十 到 十 于 十 列 十 :十 2 
十 1 十 2 十 限 十 碗 十 .十 222 
-上 
十 1 十 por 十 2 十 ptr 十 … 十 Pr (?) 
阿 ...... 个 对 个 对 ， 如 果 这 样 的 话 就 人 不 是 “所 有 约 数 之 和 ”了 。 这 只 十 在 约 
A 
征 下 面 这 样 。 


是 人 否 有 必要 将 所 有 质 因数 乘 方形 式 的 所 有 组 合 都 挑选 出 来 ， 相 乘 后 解 得 
约 数 之 和 昵 ?用 语言 来 插 述 反而 复 沫 ， 还 十 用 式 子 来 表示 吧 。 


pr 7 x po x x 


(n 的 所 有 约 数 之 和 ) = (1+po + 更 十 8 十 … 十 p8° ) 
x (1+p1+p +p + +p?) 


x (1 十 p2 二 +p2 + 十 … 十 p27”) 


其 


X (1+pm+ 了 到 十 下 十 十 Pr 


我 吏 米 尔 天 布置 的 作业 所 做 的 解答 
将 正 整数 m 进行 质 因数 分 解 ， 如 下 所 示 。 


_ 0 


这 里 假充 Po Pl P23 ;Pm 为 质数 ， UO, 1 02 ,tn 为 正 整 数 ， IX 
时 ，n 的 “所 有 约 数 之 和 ”可 以 用 以 下 式 子 来 表示 ， 


(n 的 所 有 约 数 之 和 ) = (1 十 po 十 p0 十 po 十 … 十 209) 
x (1+pi 十 1 十 入 十 :… 十 p21) 
x (1 +p2+p2+p2 + 十 p27) 
和 
x (1 十 pm + prm 十 pm 十.… 十 pm】 
式 子 不 能 写 得 比 这 个 更 人 简洁 了 了。 呜 ， 这 样 大 概 束 对 了 了。 


-全 了 本 
DD 人 Pm 





2.8 米尔 又 的 解答 


“你 回答 得 对 ! 虽然 式 于 写 得 比较 洒 乱 。” 第 二 天 ， 米 尔 器 人 页 见 我 时 很 坦 
率 地 告诉 我 。 


“还 有 设 有 更 简便 的 形式 呀 ? ?我 问 道 。 

“有 啊 。? 米 尔 于 不 假 思 款 地 答 道 , “首先 ， 相 加 的 部 分 可 以 写成 以 下 形 
式 ， 只 是 要 加 上 1 -x 不 等 于 0 这 个 条 件 ..…...” 米 尔 矣 边 说 边 在 我 的 笔记 
本 上 与 了 起 来 。 


- 于 十 1 
到 站 旨 | = TT 
1 十 Z 十 下 十 十 -… 十 I” 二 一 

| == 


“| 阿 ， 这 样 啊 。” 我 说 。 这 不 就 是 等 比 数列 的 求 和 公式 吗 ? 
1 一 2"t1 一 1 一 2"+1 等 号 两 边 式 子 相同 
(1 一 2)(1 十 Zz 十 十 2 十 … 十 x”) = 二 1 一 2"t! 将 左边 进行 因 式 分 解 








ei 
要 两 边 同 时 除 以 {1 一 z) 


1 一 如 
* 用 了 这 个 公式 的 话 ， 你 写 的 乘 方 和 就 全 变 成 了 分 数 形式 。 接 下 来 ， 乘 
积 的 部 分 就 用 || 来 表示 。” 米 尔 嘉 说 ， 


中 | 这 个 字母 就 是 nt 的 大 写字 母 啊 ! ”我 说 道 。 

Product SIT 
* 喝 ， 是 啊 。 但 是 这 个 和 圆周 率 一 点 关系 都 没有 。 | 上 | 就 是 2 的 乘法 
运算 。 乘 积 Product) 的 英语 首 字母 P 在 希腊 语 中 就 是 用 下 来 表示 
的 ， 正 如 2 那样 ， 也 是 用 希腊 语 2 来 表示 和 (Sum) 的 英语 首 字母 
Ss。|| 的 定义 式 是 这 样 的 。” 米 尔 嘉 说 。 


[| Ff(8) = F(0) x F001) x F(2) x fF(3) xx flm) 
k=0 定义 式 
“如 果 使 用 [| 的 话 ， 那 么 乘积 部 分 就 能 用 简单 的 方式 表达 出 来 。” 她 


说 。 


将 比 1 大 的 整数 n 进行 以 下 形式 的 质 因数 分 解 。 


ni 一 [| ne 


= 人 0 
假设 p, 为 互 不 相同 的 质数 ，a, 为 正 整 数 ， 
那么 ， 此 时 n 的 “所 有 约 数 之 和 ”就 可 以 用 以 下 公式 来 求解 。 


na i a 
(nm 的 所 有 约 数 和 ) = [一 2 一 
二 — Dk 


“原来 如 此 。 虽 然 式 子 变 短 了 了， 但 是 文字 却 增 多 了 。 对 了 ， 米 尔 野 ， 今 
天 你 去 图 书 室 吗 ? ”我 问 。 


“不 去 。 今 天 我 要 去 盈 泵 那里 练 琴 ， 听 说 她 创作 了 新 曲子 。” 她 说 . 


2.9 ”图 书 室 

“学 长 ， 你 看 ， 我 把 初中 数学 书 中 所 有 的 定义 都 整理 出 来 ， 然 后 根据 
定义 举 了 些 具体 例子 。”" 我 正在 图 书 军 里 做 数学 计算 题 ， 系 和 汞 拉 说 痢 朝 
我 走 来 ， 笑 哮 路 地 打开 练习 本 给 我 看 。 

“ 哇 .….. 太 厉害 了 ! ”我 感叹 道 ， 更 何况 她 是 一 夜 之 间 完 成 的 。 

“我 比较 吾 欢 做 这 种 事情 ， 础 像 做 词汇 手册 一 样 。 虽 然 我 想 过 要 重读 一 
遍 数学 课本 ， 但 是 算术 和 数学 有 很 大 的 区 别 ， 可 能 是 式 子 中 有 文字 和 没 
文字 之 间 的 差别 吧 ， 学 长 。” 徐 条 拉 说 。 

2.9.1 ”方程式 和 恒等式 


“那么 ， 束 刚才 说 到 的 文学 和 数学 公式 的 话题 ， 我 们 来 谈 谈 方程 式 和 和 恒 
等 式 吧 。 泰 打 拉 ， 你 解 过 这 样 的 方程 式 吗 ? ”我 问 。 


xXx-1=0 
“ 咽 ， 是 的 。x 是 1 吧 。” 泰 傈 拉 答 道 。 


里，x - 1= 0 这 个 方程 就 这 样 解 出 来 了 。 那 么 ， 这 个 式 子 呢 ?” 我 又 
问 ， 


2(x-1)=2x-2 
“好 ， 我 将 这 个 方程 式 重 新 整理 一 下 ， 解 解 看 。” 泰 条 拉 说 。 
2(z —1)=2x—2 
27 一 2 一 27 一 2 将 左边 的 式 子 展开 
27 一 27 一 2 十 2=0 将 右 项 移 项 到 左边 
0=0 计算 左边 的 式 子 


“ 喷 ? 怎么 变 成 0 等 于 0 了 ?了 ”她 很 尿 讶 。 


“其 实 2(x - 1) = 2x -2 不 是 方程 式 ， 而 是 恒等式 。 将 左边 2 (x-1) 展开 
后 ， 束 和 右边 2x - 2 相等 。 也 束 是 说 ， 无 论 x 取 何 值 ， 这 个 方程 式 部 能 
成 并 ， 因 为 这 是 左右 水 远 部 相等 的 式 子 ， 所 以 我 们 把 此 类 式 子 叫 作 恒 等 
式 。 严 格 地 说 ， 这 是 关于 x 的 恒等式 。” 我 说 。 


“方程 式 和 恒等式 不 同 吗 ? "她 问 道 ， 


“不 同 哦 。 方 程式 侧重 于 ‘ 当 x 取 示 特定 值 时 ， 这 个 陈 子 成 立 ?， 而 恒等式 
则 侧重 于 ‘x 取 任 音 值 部 能 使 这 个 式 了 于 成 并 。 这 两 个 概念 可 是 有 很 大 的 
区 列 的 。 说 到 方程 式 ， 则 自然而然 地 会 有 让 你 求 “ 使 这 个 式 子 成 立 的 特 
定 值 ; 之 类 的 问题 。 这 也 束 是 方程 式 求解 的 问题 。 而 说 到 恒等式 ， 则 目 
然而 然 地 会 出 现 “ 这 个 式 子 用 任意 数字 代入 郊 能 成 立 吗 ;之 类 的 问题 。 这 
也 就 是 恒等式 的 证 明 匮 。” 我 说 。 


“| 阿 ， 原 来 如 此 .…..。 它 们 差别 这 么 大 啊 。 我 还 从 没 意 识 到 呢 。” 索 打 拉 
说 ， 


“ 喝 ， 一 般 人 不 会 注意 ， 但 还 是 留意 下 比较 好 。 从 公式 演变 来 的 等 式 ， 
一 般 都 是 恒等式 。* 我 说 。 


“如 采光 看 式 于 能 马上 束 看 出 古方 程式 还 是 恒等式 吗 ? ”她 问 道 。 

“有 有 时候 一 眼 束 能 看 出 ， 有 时 候 却 不 行 。 有 时 还 必须 根据 上 下 文 来 判 
汤 。 也 就 是 说 ， 我 们 必须 要 领会 写 这 个 等 式 的 人 到 压 古 想 将 式 子 写成 方 
程式 还 是 恒等式 。” 我 答 道 。 

ES 业 生 有 | 咱 十 5: 

“将 陈 子 变形 时 ， 束 是 恒等式 。 看 看 下 面 的 式 子 吧 。” 


(zZ 二 1 一 二 一 (IT 十 二 -一 (十 二 .1 
一 工 . 工 十 1. 并 一 (zT 十 二 .1 
一 了 :TI 十 工 一 工 '] 一 1 .1 
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“恒等式 就 这 样 可 以 一 直 写 下 去 ， 无 论 x 取 何 值 ， 等 式 都 能 成 立 。 也 就 
是 说 ， 恒 等 式 是 一 系列 的 连续 等 式 ， 一 步 步 往 下 推导 ， 最 终 所 得 的 等 式 
就 是 恒等式 。” 


IirT+ llr -1)}=7 一 1 
“ 咽 ， 对 。，” 


我 说 : “恒等式 的 连续 推导 就 是 为 了 显示 公式 变形 过 程 中 的 " 慢 镜头 '。 所 
以 " 呵 ， 式 子 好 多 好 复杂 啊 * 这 种 消极 的 想法 是 不 可 取 的 。 一 步 步 看 下 去 
就 可 以 了 。 与 恒等式 相对 ， 你 看 看 下 面 这 个 式 子 如 何 ? ， 


rh 一 i 日 FR fm 
T — 97T+0=1IrT 2)lri—3) 


一 浊 


“两 个 陈 子 中， 第 一 个 民 子 是 一 个 恒 等 忒 。 也 网 征 说 ， 它 侧重 于 次 明 ' 无 
论 X 取 何 值 ， 工 一 37 十 6= (zx 一 2Jlz 一 引 这 个 式 子 都 能 成 并 。 第 二 个 等 
写 是 用 来 建立 方程 式 的 。 所 以 ， 从 上 述 式 子 整体 来 看 ， 这 题 主要 侧重 
于 ‘要 解 节 一 57 十 6=0 这 个 方程 式 的 话 ， 先 将 其 恒 等 变形 ， 然 后 求 方程 
式 (x - 2)(x - 3) =0 的 解 即 可 ?;。” 我 说 。 
“ 味 ， 原 来 是 这 样 理解 的 啊 。” 她 说 。 
“除了 方程 式 和 恒等式 ， 还 有 定义 式 。 当 有 复杂 的 式 子 出 现时 ， 给 这 个 
式 子 取 个 特定 的 名 称 ， 就 可 以 将 整个 式 子 价 化 。 取 特定 名 称 时 要 使 用 等 
写 。 定 义 式 不 像 方 程式 那样 需要 求解 ， 也 不 像 恒 等 式 那 样 宕 要 证 明 ， 而 
是 目 己 觉得 怎样 方便 就 怎样 定义 。” 我 接 看 说 道 。 
“能 给 我 举 个 例子 来 说 说 定义 式 完 竟 是 什么 吗 ? ”她 显得 有 些 不 太 明 
日 。“ 比 如 说 ， 将 比较 复杂 的 a+B 取 名 为 字母 s。 这 种 取 名 方式 ， 也 束 
是 定义 ， 可 以 表示 成 以 下 形式 。” 我 说 违 。 

s=a+p 定义 式 的 例子 


“好 ， 那 我 要 提 个 问题 。” 泰 末 拉 人 饮 有 兴趣 地 誉 看 手 问 我 。 她 明明 已 经 在 
我 面 豚 了 ， 没 必要 特地 举 手 友 诗 吧 。 真 是 个 可 爱 的 孩子 。 


“学 长 ， 到 这 里 我 已 经 不 民 了， 为 什么 要 取 名 为 s 呢 ?” 她 问 我 。 


“随便 取 什 么 名 都 可 以 啊 。 因 为 只 是 使 用 这 个 名 字 代替 原来 的 式 子 ， 所 
以 无 论 是 s 还 是 + 都 可 以 。 一 旦 定义 a+B 为 后 ， 就 说 明 以 后 碰见 a+ 
B， 我 们 就 可 以 用 s 来 代 蔡 。 如 果 自 己 定义 得 恰当 ， 列 出 的 式 子 就 很 容 
易 被 看 懂 和 理解 。” 我 答 道 。 

“< 蛾 ， 明 白 了 。 那 K 和 及 又 是 什么 呢 ? ”她 接着 问 。 

“ 咽 ， 我 们 假设 这 些 是 在 其 他 地 方 定义 的 文字 。 如 果 要 写 定义 式 s= w+ 
8， 一 般 左边 写 的 是 字母 ， 右 边 写 的 是 需要 被 取 名 的 式 子 。 这 里 是 将 在 
其 他 地 方 定义 好 的 a 和 8B 组 成 的 式 子 取 名 为 s， 就 是 这 样 。” 

“定义 式 取 什 么 名 都 可 以 吗 ? ”她 问 道 。 

“ 虽 ， 一 般 取 什么 名 字 都 可 以 。 虽 说 如 此 ， 但 是 不 能 再 使 用 已 经 定义 过 
的 其 他 式 子 的 名 字 。 比 如 说 ， 已 经 将 w+ 有 定义 为 s 了 ， 而 后 又 将 a 定 
义 为 s， 就 会 产生 歧义 。* 我 补充 说 。 

“是 啊 ， 这 样 的 话 ， 取 名 也 就 没有 意义 了 。* 她 赞同 我 的 说 法 。 

“还 有 ， 我 们 一 般 都 把 圆周 率 写成 x， 把 虚数 单位 写成 i， 如 果 我 们 再 把 
这 些 常用 字母 换 成 别 的 字母 ， 就 会 让 人 觉得 非常 别扭 。 当 你 看 到 数学 公 
式 中 出 现 新 的 字母 时 ， 不 要 惊慌 ， 想 到 ' 啊 ， 这 可 能 是 定义 式 吧 ' 就 可 以 
了 。 在 解说 部 分 中 如 果 写 着 "将 s 定义 为 以 下 式 子 : 将 + 有 定义 为 等 
内 容 ， 那 一 定 就 是 定义 式 了 。* 我 说 。 

“| 阿 ， 是 这 样 啊 。” 她 说 。 

“< 蛾 ， 对 了 ， 泰 采 拉 ， 下 次 你 查 一 下 数学 书 中 出 现 的 含有 字母 的 等 式 
吧 ， 如 方程 式 、 但 等 式 、 定 义 式 等 ， 可 能 还 会 有 些 别 的 式 子 .…… 有 我 
bo 

她 答应 道 : “好 的 ， 我 试 着 找 找 。， 

“数学 书 中 会 出 现 很 多 公式 。 那 些 数学 公式 全 都 是 写 公式 的 人 为 了 向 别 
人 表达 自己 的 想法 而 写 的 式 子 。* 我 说 。 


2.9.2 ” 积 的 形式 与 和 有 的 形式 


“对 了 ， 在 看 数学 公式 的 时 候 ， 关 注 式 子 的 整体 形式 是 很 重要 的 。" 我 


说 。 


“整体 形式 是 什么 意思 ? ”泰和 东 拉 问 道 。 
“比如 说 下 面 这 个 式 子 ， 把 它 当 作 方 程式 来 看 。” 
[ 工 一 上 ll 一 中 一 0 


这 个 陈 子 的 东边 是 乘积 的 形式 ， 也 束 是 积 的 形式 。 一 般 我 们 将 组 成 乘积 
形成 的 一 个 个 式 子 称 为 因 式 ， 或 者 因子 。 


(zt—a)(zs—P)=0 
re 
因 陈 因 式 
“把 一 个 个 陈 子 称 为 因 却 或 因 于 是 不 是 和 因 却 分 解 有 关系 呢 ? ”她 问 道 。 
“ 咖 ， 有 关系 啊 。 因 却 分 解 融 是 把 陈 子 分 解 为 乘积 的 形式 。 质 因数 分 解 
就 是 把 数字 分 解 为 质数 的 乘积 形式 。 省 略 乘 法 符 写 x 的 表现 形式 是 很 各 
见 的 。 以 下 三 个 式 子 所 表示 的 意思 相同 。” 我 说 。 
(z—a)x(z—B)=0 使 用 x 的 时 候 
(tz—a):(z—8)=0 使 用 :的 时 候 


(z—a)(z— 68)=0 省 略 磁 号 的 时 候 
“我 全 了 。” 
我 说 :“ 另 外， 对 于 民 一 oz 一 下 =0 的 情况 ， 两 个 因 式 中 至 少 有 一 个 
应 该 是 0。 为 什么 这 样 说 呢 ? 是 因为 这 个 式 子 是 积 的 形式 。” 
“我 明白 了 。 两 个 因 式 相 滋 ， 结 果 为 0 时， 这 两 个 因 式 中 应 该 有 一 个 为 
1 
“如 果 要 用 语言 来 表达 的 话 ， 比 起 ‘两 个 因 式 中 应 该 有 一 个 为 0 这 一 说 
法 ,， “两 个 因 式 中 至 少 有 一 个 为 0 的 说 法 更 为 严密 。 因 为 也 可 能 出 现 两 


个 因 式 同 时 都 为 0 的 情况 。” 我 说 。 
“ 啊 ， 对 哦 。 加 上 “至 少 : 这 个 词 后 更 为 严密 。?” 


我 次 :“ 了 唤 。 人 至 少 有 一 个 因 却 为 0 束 童 味 看 x-a=0 或 Xx-B=0 成 并 。 换 
名 话说 ，Xx 为 a 或 B， 束 是 这 个 方程 式 的 解 。” 
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“ 接 下 来 ， 我 们 把 (x - a)(x - B) 这 个 式 子 展开 看 看 。 下 面 这 个 式 子 是 不 是 
方程 式 呢 ? ?我 问 道 。 


(一 af 一 有 押 = 到 一 az 一 Br 十 ap 
“不 是 ， 这 个 是 恒等式 。* 她 答 道 


“上 咽 。 这 个 展开 式 束 是 将 积 的 形式 转化 为 和 的 形式 。 左 边 积 的 形式 中 有 
两 个 因 式 ， 右 边 和 的 形式 中 有 4 个 项 。” 


“项 ?项 是 什么 ? ”她 不 明日 。 


“我 们 将 构成 和 的 形式 的 一 个 个 却 子 叫 作 项 。 这 里 我 们 给 它 加 上 括号 ， 
会 比较 容易 理解 。 请 看 下 面 的 式 子 。” 


展开 


一 一 
(zs—o(s-B) = (5)+(-ar)t+ (hs) pzZ) 十 (ap) 
We WU aa 
因 式 因 式 项 项 A 
关 式 分 解 


“对 了 ， 这 个 式 子 还 没有 整理 呢 ， 让 人 先 得 不 千 服 。 怎 么 整理 好 呢 ?*” 我 
所 本 她， 


四 
TT Tags 


“ 咽 ， 将 像 -ax 和 -Bx 之 类 的 市 有 x 的 东西 .……. "她 的 话 还 没 说 完 ， 束 航 


我 打 断 卫 ， “不 是 :东西 :， 是 ' 项 :。 另 外 ， 像 -ax 和 -Bx 之 类 的 只 全 有 一 
个 x 的 项 叫 作 :关于 x 的 一 次 项 ;?， 或 者 就 叫 作 一次 项 ;。” 我 说 。 


“ 哦 。 将 ‘关于 x 的 一 次 项 ;整理 后 得 到 的 式 子 是 这 样 的 吧 ，。 
0 十 (一 a 一 外 zz 十 ap 
aa pe 
合并 一 次 项 后 


“ 正 是 如 此 。 作 为 项 的 说 明 这 是 正确 的 。 但 是 一 般 还 要 再 变 下 形 ， 将 负 
号 提出 来 。” 


2 (at+Prt+ap 
“ 泰 条 拉 ， 上 面 这 种 式 子 的 变形 称 为 “合并 同类 项 ;"， 你 知道 吧 ? ”我 问 。 


“ 咖 ， 我 知道 有 “合并 同类 项 这 个 说 法 。 但 我 从 没有 像 今天 这 样 理解 得 这 
么 透彻 。” 泰 朱 拉 说 。 


“ 那 我 考 你 一 下 。 下 面 这 个 式 于 是 恒等式 呢 还 古方 程式 ? ”我 给 她 出 题 
站 


1 ， 可 Hi ， 
(TIT—allrm0)=I (a+H)r+ayd 


XX 个 式 子 是 展开 后 合并 同类 项 吧 。 无 论 x 取 何 值 都 成 立 的 式 子 是 .…… 
恒等式 。” 她 答 道 。 


我 说 : “ 咖 ， 党 对 了 ! 我 们 继续 讨论 。 先 考虑 下 面 这 个 方程 式 。 这 个 式 
子 是 积 的 形式 。 


-atz- 有 =0 ， 积 的 形式 的 方程 式 


“运用 刚才 的 恒等式 ， 这 个 方程 陈 惑 可 以 变形 成 以 下 形式 ， 也 融和 是 所 谓 
的 和 的 形 去 的 方程 式 。? 我 义 襄 道 。 


(at+Brt+a3=0 和 的 形式 的 方程 式 


eae yd 同 ， 但 却 契 同一 个 廊 程 式 。 只 征 运用 恒 
等 式 将 式 了 左边 进行 了 公 却 变形 去 了 。 


“中国 ， 明 门 了 了 ?? 
“我 们 看 到 方程 式 为 积 的 形式 时 ， 这 个 方程 式 的 解 为 a 或 B， 那 也 束 古 
说 ， 和 的 形式 的 方程 式 的 解 也 应 该 是 a 或。 因为 这 是 同一 个 方程 
式 。 ?? 
(z 一 oz 一 大 = 积 的 形式 的 方程 式 ( 解 为 =a 或 ) 
人 
rz —(a+Bz+ad=0 和 的 形式 的 方程 式 ( 解 同 笠 为 x = a 或 B) 


“这 种 形式 简单 的 二 次 方程 ， 一 看 就 能 求 出 解 。 比 如 说 ， 我 们 比较 一 下 
下 列 两 个 方程 式 。 这 两 个 方程 式 在 形式 上 非常 相似 。” 


zm”—(at+Prt+ad=0 ( 解 为 x 二 a 或 BB) 
zc —5r+6=0 
“确实 古 很 像 。a+B 和 5 类似，aB 和 6 相似 。” 泰 打 拉 调 。 
“是 啊 。 也 就 是 说 ， 要 解 节 一 57 十 6==0 这 个 方程 ， 只 要 找 出 相 加 得 5、 
相 乘 得 6 的 两 个 数 束 可 以 了 ， 即 x=2 或 者 3。” 
“确实 是 这 样 啊 。” 她 说 。 


“ 积 的 形式 、 和 的 形式 其 实 都 只 是 数学 公 去 的 众多 形式 中 的 一 种 。 当 和 
的 形式 的 方程 为 0 时， 我 们 很 难 求 得 解 。 但 如 来 积 的 形式 的 方程 为 0 的 
话 ， 管 双 束 一 目 了 然 。” 我 讽 。 


“ 阿 ， 我 好 像 有 种 “明白 了 的 感觉 '。* 解 方程 ;和 :建立 积 的 形式 ' 之 间 有 很 
密切 的 关系 。” 索 打 拉 积 然 开朗 。 


2.10 ”在 数学 公 云 万 一 头 的 人 到 撒 坪 谁 
“学 校 的 老师 为 什么 不 能 像 学 长 您 这 样 而 心地 教 我 呢 .……* 泰 洒 拉 问 。 


“你 和 我 现在 是 在 进行 谈话 。 你 一 有 疑问 束 问 我 ， 然 后 我 融 回 和 窜 ， 所 以 
你 觉得 数学 非 第 浅 喧 易 履 。 当 一 步 一 步 推 寻 后 ， 你 束 一 定 会 有 循序 渐 
进 、 层 层 深入 的 感 沈 了 吧 。 不 要 光 听 老师 讲 识 ， 有 不 异 的 地 方 问 问 老 师 
也 不 铬 啊 。 当 然 ， 也 要 看 老师 的 水 平 。? 我 说 。 


泰 条 拉 很 认真 地 听 着 ， 她 突然 想到 了 什么 ， 说 :“ 学 长 ， 你 在 看 书 时 碰 
到 不 懂 的 地 方 是 怎么 解决 的 呀 ? ” 


“ 曙 ...... 如 果 我 反复 看 部 人 不明 日 的 话 ， 束 在 不 恒 的 地 方 先 做 上 记 写 ， 然 
后 继续 往 下 看 ， 全 看 完 后 册 重 新 回 到 不 情 的 地 方 看 一 届 。 如 条 还 是 不 屋 
的 话 ， 台 看 看 其 他 书 ， 然 后 再 反复 去 琢 麻 不 情 的 地 方 。 有 一 次 ， 我 曾 对 
一 个 坚 么 部 弄 个 明日 的 数学 公式 进行 展开 ， 连 续 考 虑 了 4 天后， 我 上 月 定 
那 公 去 绝 对 征 钳 误 的 ， 融 去 问 出 版 社 了 ， 结 条 呐 的 是 排版 排 销 了 。 ”我 


议 。 
“ 哇 ， 太 历 害 了 ! 但 像 您 这 样 反 复 思 考 ， 不 是 很 费时 间 吗 ? ”她 问 道 。 


“ 咽 ， 确 实 费 时 间 ， 而 且 很 费时 间 ， 但 那 是 很 正常 的 啊 。 你 想 想 看 ， 数 
学 公式 的 背后 都 有 悠久 的 历史 。 研 究 数 学 公式 ， 就 是 在 挑战 之 表 无 数 数 
学 家 所 做 的 工作 。 为 了 理解 这 些 成 果 ， 花 时 间 是 自然 的 。 在 展开 一 个 数 
学 公式 的 时 候 ， 我 们 跨越 了 几 百 年 的 时 间 。 在 验证 这 些 数 学 公式 时 ， 我 
们 每 个 人 都 是 ‘数学 家 '。” 我 说 。 

“数学 家 ? ”她 问 。 

“是 啊 。 要 想 做 数学 家 的 话 ， 就 要 仔细 看 数学 公式 。 不 只 是 看 公式 ， 还 
要 目 己 动手 号。 我 一 直 担 心目 己 是 不 是 真正 理解 ， 所 以 束 写 下 来 确认 一 
下 目 己 是 人 否 真 懂 。” 我 说 。 

泰 茶 拉 微 微 点 了 点 头 ， 有 点 兴奋 地 对 我 说 : “学 长 您 所 说 的 :数学 公式 是 
语言 :， 这 对 于 我 来 说 就 是 新 发 现 。 数 学 公式 的 另 一 头 必 定 有 一 个 想 向 
我 传达 信息 的 人 。 那 个 写 公 式 的 人 可 能 是 学 校 的 老师 ， 也 可 能 是 编写 教 


科 书 的 人 ， 或 者 也 可 外 E 契 儿 和 年 前 的 数 条 家 ee 不 知 趟 么 的 ， 我 党 得 目 
己 越 来 越 想 学 习 数 学 了 。 


泰 条 拉 像 在 做 梦 似 地 说 了 上 面 那 段 话 。 


这 么 说 来 ， 徐 条 拉 也 是 为 了 对 我 表达 “ 想 和 您 谈话 ”这 人 句 话 而 在 校门 口 把 
我 拦 下 的 吧 。 


她 一 边 说 “ 曲 ?， 一 边 仲 了 个 懒 腰 。 从 后 ， 她 好 像 在 目 言 目 语 :“ 啊 ， 我 
的 心里 所 想 页 的 是 学 长 所 说 的 .……… 


“我 所 说 的 ? ?我 感到 疑惑 。 
“ 呵 ， 没 有 ， 没 什么 。” 泰 朱 拉 的 脸 顿 时 涨 得 通红 ， 把 头 低 了 下 去 。 


数学 的 本 质 在 于 它 的 目 由 。 
一 一 康 托 尔 


3.1 图书 宇 
夏天 到 了 。 


期 未 考试 络 束 那 天 ， 在 空 沙 落 的 图 书 宝 里 ， 我 正 琢 麻 看 数学 公式 ， 这 时 
米尔 婚 走 了 进来 。 她 径直 走 到 了 我 号 边 。 


“在 做 关于 向 量 的 题 ? * 她 站 在 那里 看 了 看 我 的 练习 本 说 ， 
“ 咽 。" 我 回答 道 。 


米尔 对 的 眼镜 是 镶 了 人 金 包 的 ， 锁 户 泛 看 淡 汉 的 蓝光。 我 透 过 镜 户 看 到 了 
她 那 双 藏 在 镜片 后 的 眼睛 。 


“只 要 状 虑 坐标 轴 上 的 单位 矢量 转 癌 哪里 ， 束 能 立刻 得 解 。 没 必要 去 刻 
意 记 住 什么 吧 。” 米 尔 嘉 看 着 我 说 。 米 尔 喜 说话 方 式 很 直 白 ， 有 点 奇 


怪 。 


“没关系 。 因 为 我 只 是 在 练习 。” 

“你 如 果品 欢 专 磨 数 学 公式 的 话 ， 将 角 6 转动 两 雇 斌 试看， 很 有 意 忠 
哦 。? 米 尔 姑 坐 到 我 劳 按 的 位 于 上 ， 路 凌 到 我 耳 边 ， 轻 声 说 道 。 她 说 字 
母 6 时 ， 读 的 是 英语 theta。 她 在 及 也 这 个 音 时 ， 天 头 严 在 下 次 缝 之 间 
及 出 的 摩 探 音 卉 得 我 耳 永 痒痒 的 。 

“将 角 8 转 两 次 ， 然 后 再 展开 式 子 。 而 转 两 次 9 角 ， 残 相当 于 转 了 26 
角 。 这 样 束 有 J 了 两 个 等 式 ， 大 于 08 的 恒等式 。” 我 说 。 


米尔 矣 拿 过 我 手中 的 铅笔 ， 在 练习 本 的 右 问 写 了 两 个 式 子 。 米 尔 矣 的 手 
他 到 了 我 的 于 。 


_ hh hh 
Cos 2 = cos 站 一 SI 8 


Sln 290 = 23n cosg 
“看 ， 这 是 什么 ? ”她 问 道 。 
我 边 看 练习 本 上 的 式 子 ， 边 在 心中 回答 , “这 是 倍 角 公 去 >”。 但 是 ， 我 没 


出 声 。 
“你 不 知道 蚂 ? 这 是 倍 角 公 二 啊 。” 她 说 。 


人 人 股 淡 洗 的 柑 橘 香 。 她 不 等 我 回答 
就 以 一 种 授课 的 语气 继续 说 了 下 去 。 算 了 ， 这 种 事 也 是 见怪 不 怪 了 。 


“ 角 6 的 旋转 可 以 用 下 面 这 个 窍 阵 来 表示 。? 米 尔 里 说 。 


角 6 的 旋转 可 以 用 下 面 这 个 窍 阵 来 表示 。 
cosg —alnd 
ng cost 
“ 角 0 连续 转 两 次 ” 束 相 当 于 将 这 个 滤 阵 平方 。 
Cos 上 一 SI 昌 | cos20 一 sin20 一 2sinpcosp 
sing cos | \ 2singcosd cos20 一 sin2p 


对 了 ,“ 角 6 连续 转 两 次 ?也 可 以 看 作 是 “旋转 20 角 ”。 所 以 上 述 沧 隆 和 和 
以 下 窍 阵 是 相等 的 。 

coas 2 一 8Sl1 2 

ae COS 2H ) 


这 里 我 们 来 比较 一 下 这 个 矩阵 中 的 同类 项 ， 可 以 推导 出 以 下 两 个 等 式 。 


站 站 2 ，。 
COs 2 = cos ¢ — sn 8 


an 2 = 23ndcosg 


也 就 是 说 ， 将 cos 20 和 sin 26 用 cos 和 sin9 来 表示 。 用 含 9 的 式 子 来 
代 符 侣 20 的 式 子 束 是 们 角 公式 。 用 和 矩阵 来 表示 旋转 ， 将 其 意思 重 狐 解 


释 ， 束 能 推 寻 出 伴 角 公式 。 


“旋转 20 角 ” 和 “ 角 8 连续 转 两 次 "两 者 之 间 可 以 画 等 号 。 我 发 现 其 实 这 
两 者 表示 同一 个 意思 ， 于 是 ， 接 下 来 的 解答 是 如 此 美好 。 


我 一 边 听 看 米尔 矣 说 ， 一 边 在 想 看 其 他 的 事情 。 一 个 是 聪明 的 女孩 ， 一 
个 是 可 爱 的 女孩 。 如 果 这 两 个 女孩 是 同一 个 人 的 话 ， 接 下 来 的 事情 将 十 
多 么 类 好 啊 。 


但 是 ， 我 什么 部 没 说 ， 只 十 默 默 地 昕 看 米尔 器 的 话 。 


3.2 ”振动 和 旋转 


虽说 先 和 暂且 不 谈 窍 阵 ， 但 是 米尔 天 还 旦 在 我 的 练习 本 上 与 下 了 这 样 一 道 


是 |。 
问题 3-1 


将 以 下 数列 的 通 项 ao 用 n 来 表示 。 





“能 解 出 来 吗 ? ?米尔 天 问 我 。 


“很 测 单 啊 。 这 是 以 1 0, -10 的 顺序 循环 的 数列 啊 ， 也 可 以 说 这 个 数列 
像 是 在 振动 。? 我 说 。 


“是 吗 ? 你 是 这 么 来 看 这 个 数列 的 呀 ? ”她 好 像 很 吃惊 ， 
“不 对 吗 ? "我 问 ， 


“没有 没有 ， 你 这 种 思路 没 错 。 那 么 .….. 我 想 让 你 用 通 项 来 表示 你 所 说 
的 振动 '。” 她 说 


“ 通 项 .….. 也 就 是 说 用 来 表示 通 项 mw 就 可 以 了 。 嗯 ， 如 果 分 情况 讨论 
的 话 就 可 以 立刻 得 出 结论 。” 


| (如 一 0.4.8 .4 
mn =40 (好 一 13.57 .2 十 1 | 
一 1 {n= 2.6,10,.... ,4 二 2,..…) 


“ 虽 ， 的 确 不 能 算 你 钳 。 但 是 从 形式 上 来 看 ， 看 不 出 数列 的 振动 。” 这 
时 ， 米尔 奚 半 上 眼睛 ,食指 下 不 售 地 世 划 着 什么 


“ 那 这 次 你 再 看 看 这 逢 题 。 这 道 题 的 通 项 义 是 什么 呢 ? ”她 具 开 眼 问 我 。 


问题 3-2 


将 以 下 数列 的 通 项 b, 用 n 来 表示 。 





ji 是 V=T? "我 问 ， 
“除了 表示 虚数 单位 以 外 ， 还 会 有 什么 呢 ? "她 说 . 


“没有 了 吧 。 一 一 先 暂且 不 谈 这 些 。 这 个 数列 b, 中 ， 如 果 了 为 偶数 ， 则 
b 为 +1 或 者 -1; 如 果 为 柯 数 ， 则 bb 为 + 或 者 -i。 这 个 数列 也 像 是 
在 振动 吧 ? ”我 说 。 
“这 也 没有 错 。 你 把 这 个 数列 也 看 成 振动 数列 了 吧 ? ”她 说 。 
“你 是 说 除了 这 种 解法 还 有 其 他 方法 吗 ? "我 问 道 。 
米尔 嘉 上 及 了 有 皮 眼 后 回答 我 :“ 考 虑 下 复数 平面 吧 。 所 谓 复数 平面 ， 也 就 
是 以 x 轴 为 实数 轴 ，y 轴 为 虚数 轴 而 组 成 的 坐标 平面 。 这 样 做 的 话 ， 所 
有 的 复数 就 都 可 以 表示 为 平面 上 的 一 个 点 了 。” 
复数 ”和 局 
T+yi {> (Tz,Y) 


如 末 将 问题 3-2 的 数列 b, 想象 成 复数 的 数列 ， 那 么 1 束 是 1+ 0i,i 束 是 


1 +01,0+1,-1+01,0-11,1+01,0+1,-1+01,0-1,... 


我 们 将 数列 b, 中 的 数字 看 作 复 数 平 面 上 的 各 点 ， 然 后 再 将 其 画 在 坐标 
轴 上 。 


(1, 0), (0, 1), (-1, 0), (0, -1), (1, 0), (0, 1), (-1, 0), (0, -1), ... 


(—1, 0) (1, 0) 





0 一 已 


“哈哈 ， 原 来 如 此 。 是 菱形 ， 或 者 说 正方 形 的 顶点 吧 。” 我 一 边 说 一 边 在 
图 上 画 辅 助 线 。 





“上 咽 ， 你 将 这 个 数列 理解 成 这 样 的 图 形 了 呀 。 确 实 也 没有 错 。” 
“除了 正方 形 之 外 还 可 能 有 列 的 什么 图 形 啊 ? ”我 问 十 。 


“想不到 你 还 真是 个 死 脑筋 啊 。 如 果 这 样 画 会 怎么 样 呢 ? ”米尔 嘉 问 道 。 


yf 





“还 可 能 是 圆 啊 !* 我 惊叹 违 
“是 啊 ， 还 可 能 是 圆 。 一 个 半径 为 1 的 圆 ， 也 就 是 单位 圆 。 复 数 平面 
上 ， 原点 为 中 心 的 单位 国 。 复 妆 的 数列 可 以 外 作 是 单位 加 上 点 的 集 
合 。” 好 说。 
“是 单位 圆 ..…..” 我 重复 着 。 
“一般 来 说 ， 单 位 圆 上 的 点 都 可 以 用 以 下 式 子 表示 出 来 。” 

CO3 上 十 1811 


“ 咖 ? 6 是 什么 ? 一 一 啊 ， 我 知道 了 ，0 是 单位 矢量 〈1 0) 所 转 的 角度 


oO ”我 懂 然 大 悟 O 〇 








对 ， 我 们 把 6 称 为 仿 角 。 复 数 和 扣 的 对 应 关系 是 这 样 的 。” 米 尔 台 
说 。 


复数 尽 


cos0+ising 二 一 {cos0,sing) 


“问题 3-2 的 数列 b, 可 以 看 作 是 将 正方 形 ， 哦 ， 不 对 ， 是 圆周 4 等 分 的 
等 分 扩 。 这 4 个 等 分 扩 该 用 怎样 的 复数 来 表示 呢 ?” 米 尔 肚 看 看 我 问 


“将 0 增加 90 上 度 ..…….. 也 就 是 说 将 9 逐步 增加 三 个 弧度 就 可 以 了 ， 那 么 偶 


ls 二 4 、 NAAN = 99 、 
角 9 就 是 2."™ 3。 以 下 4 个 复数 束 是 圆周 的 4 等 分 点 。” 我 回答 


征 


| 


cosU. ff 131n0. 

2 J 
Cos |]. = 二 131n1: 一 

2 J 
COS 也， 十 131n2: 和 

2 2 
COS 和 十 131n3: 本 

“ 喝 ， 这 样 的 话 ， 数 列 的 通 项 b, 就 可 以 表示 为 以 下 形式 。* 米 尔 嘉 说 。 
解答 3-2 
bh = cosn: ee (n= 1 2.3 | 
2 2 


“我 们 册 回 到 问题 3-1。” 米 尔 甩 襄 。 
= {1,0,—1, 0,1,0,—1, 0,-….) 


“你 刚才 把 a 中 的 1,0, -1 说 成 是 振动 :了 吧 。 那 道 题 其 实 也 可 以 像 问 题 
-2 这 样 来 考虑 。” 


解答 3-1 


| 


Tie 


dn 一 CO8 .一 (n = 0,1,2,3,.--) 


bs 


“为 什么 呀 ? ”我 问 道 。 


“我 们 把 它 放 到 图 形 上 状 虑 。 我 们 将 刚才 所 说 的 4 等 分 扣 bi 投 册 到 x 轴 


"Se 这 样 束 产 生 了 振动 现象 。 也 就 是 说 ， Ge 。 ”她 
说 。 





| 中 
| | 
| 『 | 
| | 
| 入 WW 过 
| 攻 | 
| ™, | 
| Te a | 
| i 2 | 
| i Ss | 
| we | 
| (0， | 
| | 
| | 
| | 
| 
| | | 
| | 投射 到 轴 上 | 
| | | 
一 二 0 1 区 


“我 们 可 以 从 多 个 角度 来 看 数列 o,， 既 可 以 将 它 看 作 * 单 纯 的 整数 排 
列 ， 也 可 以 将 它 看 作 ' 实 数 数 轴 上 点 的 来 回 振动 '"， 其 至 还 可 以 将 它 看 
作 ' 在 复数 平面 上 点 的 旋转 ?。 如 果 你 发 现 自己 所 看 到 的 数字 只 是 一 元 一 
次 的 点 的 喘 影 ， 那 么 就 应 该 再 想到 还 可 能 有 一 元 二 次 的 圆 的 结构 。 但 古 
一 般 来 说 ， 能 看 透 藏 在 射影 育 后 的 图 形 结构 还 是 很 难 的 。” 好 说。 


我 无 语 。 


“从 整数 联想 到 实数 数 轴 ， 再 从 实数 数 轴 联 想到 复数 平面 ， 然 后 再 联想 
到 稿 次 方 的 世界 。 最 后 ， 表 达 式 束 变 得 简单 了。 表达 式 变 简 时 了， 束 说 
明 做 题 人 有 了 更 为 透彻 的 领情:。 各 诉 你 数列 中 的 一 部 分 数字 ， 然 后 让 
你 思考 接 下 去 的 数字 是 什么 ， 这 种 题 只 能 算是 重力 小 测验 。 而 通过 探寻 
通 项 才能 看 透 蔚 在 青 后 的 结构 。” 她 补充 违 。 


我 哩 口 无 言 。 


“所 以 "眼睛 :是 必 不 可 少 的 。 但 我 可 不 是 指 腔 上 的 奉 官 哦 。” 米 尔 天 说 
看 ， 指 了 指 目 己 的 眼球 , “我 指 的 是 能 够 看 透 结构 的 眼力 ， 这 是 很 重要 


3.3 CD 
“ 接 下 来 ， 再 给 你 出 道 题 。” 米 尔 嘉 说 。 
问题 3-3 


将 以 下 数列 的 通 项 cn 用 n 来 表示 。 





“这 个 数列 是 什么 ? ?我 问 道 


“ 咽 ? 你 还 不 知道 啊 ? ”在 说 这 话 时 ， 她 之 着 一 种 轻视 曙 讽 的 i 和 她 直 
日 地 表露 出 ， 她 实在 是 太 吃 怀 了 。 她 那 种 口气 惑 仿 佛 在 说 :“ 你 连 目 己 
的 石竹 上 有 5 个 手指 头 都 不 知道 吗 ? ” 


看 到 她 这 么 吃惊 ， 我 感到 很 丢脸 ， 但 我 也 顾 不 上 这 些 了 了 ， 妨 看 将 话题 重 
狐 拉 回 到 数学 上 。 


1 二 +v3i —l1— v3i 


“1, | 中 1X 


呵 ?* 我 注视 着 米尔 嘉 的 面部 表情 。 


“确实 是 没有 意思 。 你 没 能 解 开 谜 压 ， 没 看 透 其 背后 的 结构 ， 根 本 就 没 
有 抓 作 问题 的 东 质 ， "她 涛 了 我 一 盆 冷 水 。 


“那么 ， 这 个 数列 的 本 质 到 底 是 什么 呀 ? "我 问 道 


-1+v3i 一 1 一 V3i 
“本 质 当然 束 契 看 1, 2 2 3 项 到 撒 有 什么 规律 唆 。 但 你 
这 样 ， 我 们 用 观察 数列 的 常用 方法 来 做 做 轩 。 ”米尔 嘉 
说 。 














“观察 数列 的 第 用 方法 .…… 先 来 看 看 阶 兰 数列 吧 。? 我 在 练习 本 上 算 起 


对 于 数列 \cw， 我 们 可 以 考虑 以 下 数列 (an 
nn Bd 二 和 的 [全 由 Ls 加 小 首 ) 


CH CE 这 3 《7 这 5 
i Oi Ha Qa WA 


按照 9 一 co0,c2 一 01,53 一 02,… 的 顺序 依次 计算 ， 求 出 (dni。 





咖 ， 我 现在 一 点 都 不 知道 呢 。 

“怎么 样 ? ”米尔 又 筋 退 不 售 。 如 果 马 上 束 能 求 出 解 ， 胜 利 的 明光 束 在 眼 
前 的 话 ， 我 会 急于 往 下 算 。 但 我 现在 还 正 值 摸 索 阶 段 ， 不 能 着 急 不 能 惰 
张 。 

“我 还 是 不 明白 。” 我 老 老 实 实地 回答 。 


于 是 因 为 你 观察 数列 时 只 会 运用 阶 莽 数列 个 党 用 方法 吧 。” 她 笑 着 于 
Too 
“要 是 不 求 两 项 的 震 ， 剩 下 的 只 有 求 两 项 的 比 这 个 方法 了 吧 ? ?我 问 。 
“ 那 你 快 做 啊 。， 

cr 十] 
好 吧 好 吧 ..…... 对 于 ”” ”这 个 数列 ， 因 为 c, 不 可 能 为 0， 所 以 不 用 
担心 分 母 为 0 时 分 式 无 意义 的 情况 。 计 算 后 得 .……… 








-1 十 w3i 
“上 呵 42 整个 4emh 数列 全 都 是 2 这 一 项 ， 我 不 禁 大 吃 一 惊 。 


“有 什么 好 号 慨 的 ? ”她 问 。 
“你 看 ， 取 了 前 后 两 个 数 的 比 后 得 到 的 丙 古 相同 的 。” 


—1+ V3i 

“这 倒是 。 数 列 \ew 是 首 项 oj 为 1、 公 比 为 2 ”的 等 比 数列 。 其 实 
_1 二 wa —1— v3 

束 是 “” 2 “ 2 这 3 项 中 任意 一 项 的 3 放 方 都 是 1。 也 丈 是 

说 ， 这 3 项 都 满足 一 元 三 次 方程 式 冯 =1。” 


“满足 方程 = 工 啊 ? ” 


c “是 啊 。 Y=1 是 个 一 元 三 次 方程 ， 满 足 此 方程 的 复数 有 3 个 。 你 知道 怎 
么 解 ] et 中 ? ”米尔 对 问 我 。 


“ 咽 ， 我 想 我 应 该 会 。 因 为 我 知道 x= 1 是 这 个 方程 的 一 个 解 ， 然 后 提取 
(x-1) 这 个 公 因 式 束 可 以 了 。” 
2 一 1 
3_1=0 将 1 移 项 到 左边 ， 右 边 就 变 为 了 0 
(z 一 1)(z? 十 z 十 1)=0 ”将 左边 因 式 分 解 
“接着 昵 ? ”米尔 到 问 。 
“ 接 下 来 要 解 x* +x+1 = 0 这 个 方程 式 。 一 元 二 次 方程 ax*+ bx+c=0 的 


b+tvbhb— dac 


求解 公式 为 ” ”24 ””， 使 用 这 个 求解 公式 就 可 以 了 。” 我 边 说 


1 二 w3i —1— v3 


二 


2 2 
昕 了 我 的 解释 ， 米 尔 台 点 了 所 类。 
_1 二 ww3i 

“是 啊 。 那 现在 先 将 2 定义 为 @。” 

一 1+V3i 

-3 

1— 3 

¢¢ (92 和 相等 。 99 


(3 ) 
”2 


1+va 


(一 1 一 2V3i {v31)2 
一 
1 一 2wV3i 一 3 
4 
-2 一 2V/3i 
4 

1]1— V3 
一 一 一 


| 


“1 连续 和 几 个 w 相 弱 后 ， 束 形成 以 下 数列 。” 


- J J 4 9 
1 co 2 LO LU CO” - 


“因为 oa = 1， 所 以 这 个 数列 又 可 以 写成 以 下 形式 。， 
下 


“也 就 是 说 ，Le:w2 lw:o2 这 个 数列 就 恰巧 是 数列 (cn)， 那 么 将 
由) 这 3 个 数 在 复数 平面 上 表示 看 看 。 快 快 快 米尔 训 好 像 很 4 





“ 哇 ! 这 图 古人 不 是正 三 角形 啊 ? ”我 问 。 


“从 数列 的 周期 性 联 罩 到 圆 是 很 目 然 的 ， 根 据 循环 重复 的 道理 求 出 图 形 

是 圆 也 是 很 目 然 的 。 那 些 把 这 组 数列 看 成 是 实数 轴 上 的 数字 的 人 会 认为 
这 些 数字 只 和 是 在 振动:， 但 如 末 能 把 这 组 数列 看 成 是 复数 平面 上 的 点 的 
话 ， | 进而 能 够 及 现 这 个 图 形 的 结构 。 对 
吧 ? ”她 问 。 


解答 3-3 


米尔 嘉 的 脸 类 有 点 微微 泛 红 ， 舌 头 也 开始 打 结 : “到 现在 为 目 ， 我 们 讨 
论 了 4 等 分 点 和 正方 形 、3 等 分 点 和 正三 角形 。 如 果 将 其 一 般 化 ， 也 就 
是 关于 了 等 分 点 和 正 m 边 形 的 问题 。 这 就 和 棣 砚 弗 定理 轧 恩 相关 了 。” 
棣 喘 弗 定理 
(cos0 + isin8)” = cos ng tisinng 
“ 棣 英 弗 定理 的 主要 内 容 束 是 复数 cos9 + i sin0 的 n 次 方 是 cos 0 + i sin 
ng”。 从 图 形 的 角度 来 说 ， 棣 英 弗 定理 主要 说 的 束 是 “时 位 加 上 的 角 9 有 反 
复 旋转 站 次 后 其 实 哆 是 技 了 了 n0 。 透 过 数学 公 却 ， 我 们 应 该 能 够 看 到 单 
位 圆 上 氮 的 施 棱 。? 米 尔 妈 看 看 我 ， 用 手指 男 了 个 圆 。 


“在 棣 英 弗 定理 中 ， 如 果 n= 2， 立刻 束 能 推导 出 倍 角 公 式 。” 


(cos 0 +ising) =cosnt isinng 棣 昌 弗 定理 

(cos 0 + isin0)’ =cos 20 + isin20 当 和 二 时 
cos“ 0+i.2costsind— sin’:6 =cos20+ isin®20d 将 诺 边 展开 
(cos’ 0— sin’0)+i2cos0gsind = cos20+ isin20 将 左边 整理 


“ 接 下 来 只 需 将 两 边 的 实 部 和 虚 部 分 别 男 上 等 号 即 可 。? 米 尔 基 继续 说 。 


(cos 0 一 sin 的 十 i.2cosgsing = cos 20 +isin 20 
mm Ng oN, gd 


实名 虑 部 实 部 噶 部 
“好 了 ， 这 了 驶 是 倍 角 公式 了 。? 米 尔 晨 说 。 
cos 0 一 sin20 一 cos28 实 识 
2 cos0 sin0 = sin 20 庶 部 


“你 不 是 玩 过 9 在 滤 阵 中 的 旋转 变化 吗 ? 反正 是 玩 ， 不 如 将 旋转 的 点 画 
ri 或 者 再 到 复数 数列 里 变化 看 看 ， 这 样 更 好 玩 
吧 !2” 好 说。 


我 完全 败 在 了 米尔 对 的 手下 ， 什 么 话 都 说 不 出 来 。 


“你 从 oa = 1 这 一 点 就 能 看 出 这 是 单位 圆 的 三 等 分 点 了 吧 ， 你 也 能 看 出 
等 这 个 偏 角 、 复 数 平面 上 的 正三 角形 ， 以 及 由 o 产生 的 三 拍 转 一 圈 的 
旋转 了 吧 ， 你 还 能 看 到 1 o, o2 这 三 个 小 人 在 复数 平面 中 舞蹈 了 


吧 。?” 米 尔 沁 一 口气 说 宛 。 


“你 看 到 wo 跳 的 华 尔 效 了 吗 ? ”她 婚 然 一 闫 。 





第 4 章 ” 滨 疲 屠 总 数列 和 生成 疯 数 


在 我 们 所 知道 的 范围 内 ， 解 数列 题 最 有 效 的 方法 是 
先 从 可 能 产生 所 求 数 列 的 无 穷 级 数 开刀 。 


一 一 双 立 恒 ， 融 德 纳 ， 则 其 许 尼 区 ，《 有 共 体 数学 : 计算 机 科学 基 
础 》 


4.1 图 书 军 


本 
了 式 展 开 。 


(如 十 有 (一 下 一 【十 丰 妈 一 【人 十 下 也 
=a0+ba—ab—b 


站 站 
一 如 一 全 


我 将 ia 士 昌 妈 一 站 展开 成 到 一 如 给 她 看 后 ， 跟 她 说 只 要 记 住 “两 数 之 和 
与 两 数 之 莽 的 积 是 这 两 个 数 平 方 的 着 ? 即 可 。 她 说 :“ 我 明日 了 。 听 了 学 
长 所 说 的 ， 我 觉得 目 己 将 以 前 文 离 破碎 的 知识 氮 归 纳 到 了 一 起 。” 


这 时 米尔 器 来 了 。 她 径 且 走 同 我 们 ， 猛 地 朝 泰 朱 拉 的 柄 子路 了 一 

脚 。“ 了 叭 ” 的 一 声 啊 得 可 怕 ， 图 书 室 里 的 条 生 部 人 不约而同 地 看 问 我 们 这 
里 。 泰 示 拉 吓 得 从 位 于 上 跳 了 起 来 ， 狠 狠 地 瞪 了 米尔 骏 一 眼 便 走出 了 图 
书 室 。 我 析 在 那里 ， 什 么 话 也 说 不 出 来 ， 只 能 目 壕 看 泰 赤 拉 离 开 。 


米尔 嘉 像 什 么 事情 都 没有 发 生 过 似 的 把 椅子 摆好 ， 然 后 若无其事 地 坐 下 
看 我 的 练习 本 ， 再 后 来 便 是 气 呼 呼 地 拉 我 的 袖子 。 她 等 我 坐 下 后 

问 : “这 是 公式 的 展开 ? ” 

我 回答 说 ， 因 为 学 妹 问 我 题目 所 以 刚才 教 了 她 。 

“这 样 啊 。* 米 尔 嘉 说 着 ， 拿 过 我 手中 的 自动 铅笔 ， 开 始 转 起 笔 来 。 随 后 
她 说 ，“ 喂 ， 我 们 一 起 来 找 规律 吧 。， 

4.1.1 找 规 律 


明 ， 我 们 一 起 来 找 规律 吧 。 从 (+ z(1 - 的 展开 式 出 发 ， 这 正好 是 
Ia 二 ata 一 蜗 的 特殊 情况 。 


UL 十 ZL 一 芭 一 (十 2 1 一 企 十 节 .2 
=(1+7)— (z+ ) 
=1+ (zs— 2)—z 

Ns 


抵消 


一 1 一 2 


接着 ， 我 们 用 (1 上 +z+z) 代替 式 子 (+z 一 oz 中 的 (1+ 和 9。 

(1 二 z 二 z2(1 一 人 王 (1 二 TY 二 z 人 .1 一 (1 十 zz 十 zz 
=(1+z+2)— (z+ +o) 
=1+(z—2)+(s” — 2 )— 

ge gps 
一 1 一 2 
规律 很 明显 吧 。 式 子 只 剩 最 左 剖 和 最 右 并 的 部 分 ， 推 导 过 程 中 正 负 项 相 
互 抵消 。 如 朱 用 竖 陈 计算 ， 规 人 律 更 是 显而易见 。 比 如 说 将 


+z+z +z)1L 一 z) 写 成 以 下 形式 。 你 很 快 就 能 发 现 最 后 只 剩 下 两 端 
的 数字 。 


1 十 和 十 号 十 好 


X 1 一 了 
一 一 玉 一 对 一 2 

1 .< 后 吕 " 
- 


令 是 0 以 上 的 整数 ， 我 们 来 号 出 一 般 形式 。 


中 = rl 
(1+rz)l— r=l1— rz 
(1+z+r)(l—r)=1— 7 
(1 下 开工 rr rr | il 二 TI) 二 1] 一 rr 
il 二 下 二 六 站 Tr 站 了 4 [1 工 ) ee ] a T5 
CE -an 
©O ©O ©O 
oe 原来 如 此 ， 我 想 ， 但 是 这 也 没什么 特别 好 玩 的 。 这 是 常见 的 展开 式 


的 一 般 化 。 先 暂且 不 想 这 些 ， 不 知道 刚才 被 米尔 肝 踊 飞 椅子 的 泰 东 拉 现 
在 怎样 了 。 


“到 此 为 止 邦 是 很 常见 的 式 子 吧 。” 米 尔 贤 义 开 始 往 下 讽 。 


4.1.2 ”等 比 数列 的 和 





到 此 为 止 痢 是 很 党 见 的 式 子 吧 。 接 下 去 说 什么 好 呢 ? 用 与 一 下 刚才 
3 于 
[1 mm Te 十 rr 了 二 | il a I Sw r+] 


这 里 如 果 两 边 同 时 除 以 1-x， 为 了 不 使 分 母 为 0， 我 们 假设 1-x 不 等 于 
0。 


了 如 上 和， 


和 
1—z 


7 了 
1 十 区 十 区 十 工 十 工 





到 现在 为 止 算 的 都 是 类 似 “ 求 积 公式 ”的 式 子 ， 现 在 这 个 式 子 看 上 去 
像 求 和 公式 "。 其 实 ， 这 个 是 等 比 数列 的 求 和 公式 。 确 切 地 说 ， 这 是 首 
项 为 1、 公 比 为 x 的 等 比 数列 。 也 就 是 说 ， 求 全 六 mm ,7"，…) 这 
个 数列 从 首 项 第 0 项 到 第 n 项 的 和 。 

那么 ， 接 下 来 要 说 什么 呢 ? 


O O O 


我 对 米尔 亮 说 :“ 接 下 来 说 说 等 比 数列 的 无 穷 级 数 是 很 自然 的 吧 。” 我 们 
不 该 在 计算 到 第 n 项 的 有 限 和 时 就 停 下 ， 而 是 应 该 求 无 限 和 。 


米尔 嘉 微笑 着 回答 说 : “是 啊 。， 
4.1.3” 问 无 穷 级 数 进 车 

对 ， 我 们 该 考虑 无 穷 级 数 ，。 

我 们 先 将 无 穷 级 数 定 义 为 1 + 了 + 于 十 于 + 是 等 比 数列 的 部 分 和 的 
及 限 。 


] 一 下 Rn 十 ] 


9 了 3 
1] 十 工 十 TT 十 工 十 '…': 十 TT 二 一 
1]—zI 





x 的 绝对 值 比 1 小时， 也 就 是 说 |x| <1 时， 如 果 n 趋向 于 无 穷 大 的 话 ， 
那么 2™ 趋 回 于 0， 以 下 式 于 也 束 成 并 了 了。 
.EN 


1]—z 


这 样 就 能 求 出 无 穷 级 数 了 。|x| < 1 这 个 条 件 是 n 趋向 于 无 穷 大 时 ，z" 
趋向 于 0 的 必要 条 件 。 


等 比 数列 的 无 穷 级 数 〈 等 比 级 数 公 式 ) 


3 


2 - 
| te i a Se i 


假设 首 项 第 0 项 为 1， 公 比 为 x,，|x|<1。 
咀 ， 你 不 筑 得 很 有 趣 吗 ? 左边 古 无 限 延 续 的 数列 的 和 ， 有 无 限 个 项 ， 不 
可 能 把 每 一 项 都 明确 地 写 出 来 ， 而 右边 则 只 有 一 个 分 数 。 只 用 一 个 分 数 
来 表示 无 限 个 项 的 和 ， 这 种 浓缩 的 表达 方式 真 好 。 

© © 9 


贸 外 ， 天 己 经 黑 了。 图 书 军 里 也 只 剩 下 我 和 米尔 对 了。 米尔 双 似 乎 精神 
特别 好 ， 还 没 等 我 回应 束 卫 接 说 :“ 我 们 再 接 帮 讨论 一 下 生成 函数 。” 


4.1.4” 问 生成 水 数 进军 

我 们 再 接着 讨论 一 下 生成 函数 

从 这 里 开始 我 们 不 讨论 无 限 接近 于 某 个 数值 的 情况 。 首 先 ， 让 我 们 把 刚 
才 讨 论 的 等 比 数列 的 无 穷 级 数 想象 成 关于 x 的 函数 。 


. 六 
1 十 了 十 下 十 三 十 . 


现在 ， 为 了 让 大 家 能 够 好 好 观察 这 个 函数 中 x 的 n 次 方 前 面 的 系数 ， 我 
们 将 这 些 系 数 明 确 地 写 出 来 。 


就 像 这 样 ， 各 系数 形成 了 \1,1,1.1…; 的 无 穷 数列 。 于 是 ， 我 们 可 以 想 
到 以 下 的 对 应 情况 。 


数列 。 ”也 数 
(1111.》 ~ 1+7+r 二 z5 十 .…， 


也 就 是 说 ， 可 将 修了 1) 这 一 数列 和 函数 1+z+ 袜 十 王 二 一 视 同 
仁 。 因 为 1+z+ 到 + 十 = 天 ， 所 以 也 可 以 改写 成 以 下 形式 。 
数列 《+ 国 数 


人 一 三 二 
这 样 的 数列 和 函数 的 对 应 关系 可 以 变形 为 以 下 这 种 一 般 形式 。 

数列 。 本 上 卫 数 

(G0, 01, 02, 03……) + a0 二 oT 十 aar 二 asz 二 .…: 
像 这 样 与 数列 相对 应 的 函数 叫 作 生成 函数 。 这 是 将 原先 七 零 八 洲 的 无 数 
个 项 用 一 个 冰 数 归纳 出 来 的 式 子 。 我 们 将 生成 函数 定义 为 x 的 容 的 无 限 
和 和， 也 束 十 项 级 数 。 
O O O 


突然 米尔 嘉 停 下 不 说 话 了 。 她 沉默 着 ， 闭 上 眼 ， 眉 毛 紧 锁 ， 慢 慢 地 吸 气 
秤 气 ， 好 像 在 深思 着 什么 。 


我 介 打 扰 米 尔 须 ， 在 一 劳 毅 静 地 看 看 她 ， 她 那 课 腕 的 展 形 ， 和 数列 相对 
应 的 函数 ， 金 忆 眼 镜 ， 等 比 数列 的 无 穷 级 数 ,……… 还 有 生成 国 数 。 


正 看 春 ， 米 尔 又 睁 开 了 眼睛 。 

“刚才 我 们 车 夸 了 与 数列 相对 应 的 生成 国 数 对 吧 ? ”米尔 对 瘟 季 地 

问 , “如 果 要 求生 成 函数 的 有 限 项 代数 陈 的 话 ， 那 么 这 个 有 限 项 代数 却 
也 和 数列 一 一 对 应 。” 

“然后 ， 我 简单 起 了 下 .…….2? 米 尔 表 说 大 声 音 便 渐渐 小 了 下 来 。 她 好 像 不 
起 让 列 人 听见 似 的 ， 把 头 凑 过 来 ， 融 好 像 要 生 诉 我 一 个 宝藏 所 闫 的 地 方 
那样 神秘 。 我 义 周 到 那 股 淡 汉 的 桶 子 香 。 

“ 接 下 来 ， 我 们 束 在 这 两 个 王国 里 瘟 步 吧 。? 洲 尔 姑 小 声 螨 咕 痢 。 

我 竖 起 有 征 赤 仔细 倾 昕 那 秘密 的 话语 ， 生 怕 目 己 漏 听 一 句 。 两 个 王国 ? 
“我 想 彻 展 午 握 数 列 。 但 是 直接 抓 住 其 要 害 实 在 太 难 了 。 这 时 ， 应 起 先 


暂且 从 “数列 王国 ' 过 小 到 ' 生 成 函数 王国 :。 然 后 再 罕 过 “生成 函数 王国 ' 回 
到 “数列 王国 '。 这 样 的 话 ， 束 能 抓 住 解数 列 题 的 关键 了 吧 。” 她 讽 。 


“放学 时 间 到 了 ! >” 


米尔 喜 正 说 着 ， 突 然 一 个 人 大 声 说 道 ， 把 我 们 都 吓 了 一 跳 。 正 沉浸 在 讨 
论 中 的 我 们 一 点 都 没有 察觉 到 图 书 管理 员 就 站 在 我 们 身后 。 


数列 和 生成 函数 的 对 应 
数列 。 人 ”生成 函数 


过 
(ao; Q1;Q2; 所 一 一 人 0 十 站 1 贡 十 to 十 ::， 


4.2 ” 抓 住 斐 波 那 契 数 列 的 要 害 

我 们 转移 到 附近 的 咖啡 店 ， 草 草 点 完 单 后 又 继续 开始 刚才 的 数列 的 话 
题 。 抓 住 数列 的 要 害 究竟 是 怎么 回 事 呢 ?两 个 王国 又 到 底 是 什么 呢 ? 听 
了 我 的 问题 ， 米 尔 嘉 推 了 推 眼镜 说 : “ 喝 ， 是 啊 。” 

4.2.1 ”区 波 那 契 效 列 


旦 啊 。 这 个 比喻 可 能 不 太 符 合 锡 辑 ， 太 伪 张 了 。 “在 两 个 王国 里 罕 梭 瘟 
步 ， 抓 住 数 列 的 要 害 ” 其 实 融 是 “< 运用 生成 函数 来 求 数列 的 通 项 ? 呵 。 
现在 给 你 看 看 “旅行 地 图 * 吧 。 背 和 完 ， 求 得 与 数列 相对 应 的 生成 函数 。 其 
次 ， 将 生成 函数 变形 ， 求 出 生成 函数 的 有 限 项 代数 式 。 然 后 再 将 有 限 项 
却 根 据 姑 级 数 展开 ， 节 终 求 得 数列 的 通 项 。 也 融 是 说 ， 通 过 生成 函数 来 
找 出 数列 的 通 项 。 

“运用 生成 函数 来 求 数 列 的 通 项 ?的 “旅行 地 图 ” 


数列 —3 生成 函数 


数列 的 通 项 《一 一 生成 般 数 的 有 限 项 代数 式 
例如 ， 以 数列 中 的 楼 波 那 问 数列 为 例 。 你 知道 翡 波 那 契 数列 吧 ? 
(0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,---) 
这 个 数列 从 第 三 项 开始 ， 每 一 项 都 等 于 前 两 项 之 和 ，。 
工人 
这 个 数列 也 有 从 工 开 始 的 情况 ， 但 是 这 里 我 们 从 0 开始 。 


我 们 假设 忆 为 裴 流 那 契 数列 的 通 项 。Fu 和 0 相等 ，F 和 工 相等 ， 当 m 
>2 时 ， 则 有 =- 二 En-l 所 以 局 了 吏 极 定义 为 表示 各 项 间 关 系 的 推 


区 波 那 奥数 列 的 定义 《推导 公 陈 ) 


U (n= 人 0) 
i | in=1) 
Fn_2++ Fn_i1 (n 之 2) 


“从 第 三 项 开始 ， 每 一 项 都 等 于 前 两 项 之 和 ”一 一 交流 那 契 效 列 的 这 个 性 
质 在 这 个 定义 中 得 到 了 充分 的 体现 。 另 外 ， 还 可 以 像 已 , Fi, FF,, .…. 这 样 
计算 出 斐 波 那 契 数列 。 但 是 ， 忆 没有 表现 为 “关于 n 的 有 限 项 代数 
式 ”。 也 了 吏 是 说 ， 通 项 公式 已 中 并 未 使 用 n， 不 是 关于 n 的 直接 代数 
式 。 这 也 就 是 我 所 说 的 “没有 抓 住 数列 的 要 害 ” 状 态 。 

现在 我 们 假设 要 求 斐 波 那 契 数列 的 第 1000 项 是 多 少 。 一 般 情况 下 ， 我 
们 就 用 Fu + Fj 来 求 F,， 用 下 +F, 来 求 F，，...... 如 此 重复 计算 后 ， 最 
后 通过 求 Foog + Fe 的 和 才能 算出 Fiooo 的 值 。 如 果 靠 推导 公式 来 计算 
忆 的 话 ， 那 么 要 进行 n- 工 次 加 法 计算 。 这 实在 大 无 聊 了 了 。 我 想 将 所 表 
示 成 * 关 于 中 的 有 限 项 代数 式 ”。“ 天 于 站 的 有 限 项 代数 式 ” 宛 竟 是 什么 意 
思 呢 ?粗略 地 说 ， 它 就 是 “将 大 家 部 知 道 的 运 拭 方法 在 有 限 的 次 数 内 进 
行 组 合 后 得 到 的 代数 式 ”。 


我 很 想 将 表示 成 “天 于 n 的 有 有 限 项 代数 式 *， 抓 住 兢 波 那 站 数 列 的 要 
害 。 





问题 4-1 


将 稳 波 屠 问 数列 的 通 项 P 表示 成 “< 天 于 n 的 有 限 项 代数 式 ”。 


4.2.2 ”和 淘 疲 那 问 数列 的 生成 函数 


那么 ， 接 下 来 我 们 束 将 与 莫 波 那 问 数列 相对 应 的 生成 函数 称 为 F(x)。 也 
束 古 说 ， 我 们 将 其 对 应 天 系 表现 为 以 下 形式 。 


数列 ”人 生成 函数 
Th 


在 函数 F(x) 中， 如 果 将 x? 这 一 项 的 系数 用 FF 来 表示 ， 那 么 整个 图 数 融 
可 以 用 以 下 却 子 表示 出 来 。 这 样 ， 我 们 残 可 以 同 生 成 函数 的 王国 过 小 
本。 


F(r) = For + Fr + Por + Far + Far + 
门 | 村 - 站 i ~ [二 
= 0z lr+ lr + 2 十 3z 十- 


J 3 下 
TT 十 T 十 Dr 和 下 374 十 


接 下 来 ， 我 想 调 俘 一 下 函数 F(x) 的 性 质 。 函 数 F(x) 的 系数 书 , 生 裴 流 那 
问 数 列 的 通 项 ， 如 下 好 好 利用 这 操 的 话 ， 我 们 很 快 束 能 找到 关于 函数 
F(x) 的 有 趣 性 质 。 


顽 波 那加 数 列 的 性 质 完 苋 是 什么 呢 ? 当 然 我 们 刚才 已 经 求 得 推导 公式 
fn 二 fn-2 十 fn-1， 如 果 我 们 好 好 利用 这 个 表示 各 项 间 关 系 的 推 寻 公式 有 的 
话 ，fn-2; fm- fn 这 梓 的 系数 束 可 以 在 F(x) 的 计算 过 程 中 出 现 。 如 下 所 
不 。 


『 于 一 了 于 一 1 1 
F132 | 二 "Tn Tn—l TT Fn? 和 


我 想 把 系数 fn-2 和 辣 -1 相 加 弃 斌 看， 但 是 x 的 需 雇 方 互 不 相同 ， 所 以 
不 能 合并 同类 项 。 那 该 怎么 办 呢 ? 


O O O 
米尔 嘉 看 看 我 。 咽 。x 的 暴 次 方 确实 不 同 ， 不 能 将 它们 的 系数 直接 相 
加 。 因 为 它们 不 是 同类 项 ， 所 以 不 能 合并 。 将 数列 和 生成 函数 相互 对 
应 ， 真 的 会 发 生 有 趣 的 现象 吗 ? 终于， 从 米尔 嘉 嘴 里 吐出 了 一 
句 : “很 简单 哦 。” 
4.2.3 封闭 表达 式 
很 简单 哦 。 
x 的 寡 次 方 如 果 互 不 相同 的 话 ， 将 不 同 的 部 分 乘 上 x 就 好 了 。 同 底数 寡 





相 乘 ， 撒 数 不 变 指数 相 加 ， 也 束 是 所 谓 的 指数 运算 法 则 。 


,入 一 2 2 2+2 rn 


-pt 


例如 ，-27"” 和 豫 以 x 的 话 得 -27”"。 如 下 所 示 ， 如 果 巧 妙 地 进行 乘法 
运算 的 话 ， 束 可 以 统一 为 x? 的 形式 。 为 了 使 形式 统一 ， 我 们 将 1 写作 


xX0 。 
_ 7 
站 DT 一 
Ti—l1 _.1 可 
一 = fn12 
. 于 一 用 用 机 
Fn_02 "+ 一 上 0 


这 样 一 来 ， 我 们 束 可 以 运用 与 函数 Fo 相对 应 的 裴 流 那 旭 数 列 的 推导 
公式 了 。 好 ， 我 们 将 F(x) 分 别 和 x, x, x 相 乘 后 的 式 子 写 下 来 看 看 。 


式 子 A . Fl2) .2 一 For’ + Fr For 
式 子 B: F(z):x = Por + s+ Far + For +... 
式 子 C: F(z):z = For + Fx! + Por + Fer + Fr +:.. 


这 样 就 统一 了 帘 次 项 。 利 用 式 子 A、 式 子 B、 式 子 C， 我 们 接着 进行 计 
算 。 这 样 一 来 ， 我 们 束 可 以 运用 同类 项 系数 已 的 推导 公式 。 


式 了 A + 陈 村 B - 式 村 C 
在 进行 计算 的 时 候 ， 式 子 左边 就 变 成 了 以 下 形式 。 
(左边 ) = F(z) .zx 二 F(z):z 一 下 (zz 
= F{z).(z +z — 29) 
然后 ， 式 子 右边 变 为 以 下 形式 。 


(右边 ) = 而 z 一 两 太一 两 

+ ( 丙 十 页 一 政 ) .2 

+ (Fi+F — Fe).2 

+ (B+ Fs — Fy):.z’ 

a 

二 (Fn_2+ Fn i— Fn) 

en 
式 子 右边 经 计算 就 只 剩 下 起 始 部 分 For 一 For 一 x ， 其 他 部 分 全 都 抵 
消 了 。 为 什么 这 么 说 呢 ? 这 是 因为 根据 斐 波 那 契 数列 的 推导 公式 ， 
-2 十 Fn-1 一 Fn 这 部 分 等 于 0， 任何 数 乘 以 0 都 会 马上 消失 。 


我 们 已 经 没什么 必要 写成 闻 和 xl 的 形式 了 ， 直 接 写 1 和 x 就 可 以 了 。 
那么 ，Fu 束 可 以 写成 0，Fj 束 可 以 写成 1。 于 是 ， 我 们 得 到 了 以 下 式 
- 


站 四 有 "yh 
FIT): lr 十 工 一 二 一 工 


两 边 同时 除 以 让 十 x 一 1， 整 理 后 就 能 求 得 F(x) 的 有 限 项 代数 式 。 这 就 
是 F(x) 的 庐山 真面目 哦 。 

F(z)=— 
lz rz: 
我 看 到 斐 流 那 契 数列 的 生成 函数 变形 成 了 这 样 一 个 简单 的 有 限 项 代数 
式 ， 心 中 稚 跃 无 比 。 因 为 这 个 代数 式 包 括 了 无 限 延 续 下 去 的 裴 波 那 契 数 
列 的 全 部 内 容 ， 是 一 个 高 度 浓 缩 的 式 子 。 


(0,1,1,2,3,5,8) TI 一 
一 下 一 区 2 


区 波 那 旭 数 列 的 生成 函数 F(x) 的 封闭 表达 式 


i i 
rlz) = 2 


1 一 区 一 了 2 


4.2.4 ”用 无 穷 级 数 来 表示 


我 们 思考 讨论 了 裴 流 那 契 数列 的 生成 函数 F(x)。 如 末 用 x 来 表示 F(x) 的 
有 限 项 代数 式 ，x 的 次 方 前 的 系数 应 该 是 所 。 


所 以 ， 接 下 来 我 们 的 目标 是 想 办 法 将 王 z-== 用 x 的 无 穷 级 数 来 表示 。 
我 们 曾经 用 下 面 的 分 式 形式 来 表现 过 关于 x 的 无 穷 级 数 。 


] 
] 一 下 


2 3 
三 工 十 瑟 寺 本 干 本 二 





比如 说 ， 我 们 能 否 想 办 法 将 王 关 = 变 成 与 类 似 的 形式 呢 ? 如 果 可 能 
的 医 ， 我 们 融 能 从 生成 函数 的 王国 回 到 数列 的 王国 了 。 回 去 的 时 候 当 然 
不 能 空 于 ， 请 市 一 件 生成 图 数 王 国 的 * 士 特产? 噢 。 那 融 是 过 小 那 问 数列 
的 通 项 公式 。 你 觉得 如 何 ? 

O O O 


米尔 肿 且 看 我 的 眼睛 。 啊 ， 对 了 ， 接 下 来 只 要 把 生成 函数 F(x) 与 成 无 
穷 级 数 的 形式 ， 束 可 以 求 得 楼 小 那 问 数列 的 通 项 公式 了 吧 。 我 一 了 且 采 春 
生成 疯 数 的 形式 看 ， 彻 确 弄 消 了 其 结构 。 


下 


Tz 


人 村 = 古 个 三 傣 代数 芒 s 站 向 元 试 太 将 1=2= 因 友 分解 。 
我 在 练习 本 上 义 开 始 计算 起 来 。 米 尔 史 一 二 在 劳 边 采 独 看 。 


假设 有 未 知 常 数 r 和 s， 式 子 1 一 z 一 并 便 可 分 解 成 以 下 形式 。 
1l—zr— r={1 rr) sz) 


如 来 照 上 述 式 于 那样 分 解 的 证 ， 退 过 求 下 面 式 子 的 分 数 和 ， 在 退 分 的 时 
候 分 母 就 正好 可 以 变形 成 1 一 + 一 x 的 形式 了 。 





并 了) 一 


1 1 (未 知 数 ) 


] 一 7 和 1 一 sT 人 ( 侍 一 rzZJfL 一 sz) 
(未知数) 
1] 一 将 一 他。 
计算 这 个 式 子 ， 当 它 变形 成 Fa 的 形式 后 ， 再 求 出 r 和 s 就 可 以 了 。 
] ] ] 一 sz ] 一 了 
l—rr 1-sr (1l— rr(l—sr) (1 一 rzlfl 一 sz) 


2— {r+ sr 





1 — (rs)r+trsr: 


照 ， 只 要 我 们 顺利 计算 出 r 和 s 的 值 ， 分 母 1-r+siz+rsr 就 有 可 能 
变 成 1 一 + 一 x 的 形式 。 但 是 ， 分 子 2 一 (7 二 5x 却 很 难 变形 为 x 的 形 
式 ， 因 为 常数 2 无 法 被 抵消 。 


当 我 在 嘛 咕 时 ， 米 尔 嘉 在 一 旁 提 示 说 :“ 如 果 用 这 种 方法 ， 就 能 顺利 进 
行 下 去 哦 。” 

4.2.5 ”解决 

如 果 用 这 种 方法 ， 就 能 顺利 进行 下 去 哦 。 


我 们 在 分 子 里 放 入 参数 。 也 就 是 说 ， 假 设 有 4 个 未 知 津 数 RS,，r，s， 
接 看 思 沽 以 下 式 了 于 束 好 了 。 


计算 此 式 。 
n 局 Rll — sz) S{l— rr) 
1 一 rr 1l—sr 位 一 rz 人 1 一 sr (1 一 rzrifl 一 sz) 
(R45) {rs sir 


| 
1 一 人 六 十 SIZ 十 TST< 








如 末 要 使 以 下 陈 子 成 也 ， 只 要 确定 单数 R，9，r，s 分 别 为 多 少 殉 可 以 
下 和 


(R+S)— {rs+ish)r T 


1 — {r+ s)r + rsr: ~ 1-r_ 
比较 等 式 左右 两 边 后 ， 只 要 解 出 以 下 联 立 方程 组 束 可 以 了 。 
R+S = 0 
"S++ sR=—l 
r+s = |] 
rs 一 一 ] 


4 个 未 知 数 配 有 4 个 独立 的 等 式 。 我 们 试 着 解 一 下 这 个 联 立 方程 组 。 
首先 ， 将 R 和 5S 分 别 转化 成 只 含有 7 和 s 的 关系 式 。 


l 一 ] 
3 一 


rs | 


这 样 一 来 ， 束 找到 了 用 无 穷 级 数 来 表示 F(x) 的 头绪 。 我 们 先 暂 用 不 求 
出 r 和 s 具体 为 多 少 ， 继 续 推 导 下 去 。 


r= 








Pi T 
FIT) = 一 一 一 一 一 
1 zr: 

T 


位 一 rzHL sr) 








| Ee a 人 | 
再 将 | 一 了 工 用 1] 十 7 十 天 2 玉 十 74z3 十 代入 ， 将 a 用 
1 二 + sr 二 st 十 5 二 十-… 代 入 。 





| 加 中 二 5 5 | . 站 六 ， 
一 (0 十 TI 十 TT 十 TT 十:… ) 一 (1 十 SFT 十 527T2 十 5 十 ... )) 
7 一旦 




















一 2 (cr sri+{r sr + sr t+. ) 
”一 如 
Ne 2 有。 ra 只， 
加 了 oe : 
7 一 号 7 一 吨 7 一 号 
然后 整理 一 下 。 
人 2 | 号 号 
Fr 站 一 上 人 一 委 ~ ”一重 
F(z)= 0 + zr 十 一 
7 一 3 7 一 3 rr—8 
Fn Fy Fo Fa 
于 和 是， 我 们 吏 求 得 了 用 7 和 s 所 表示 的 斐 波 那 淖 数列 的 通 项 公式 。 
FE _ rm sn 
太一 怠 


用 通常 解 联 立方 程 组 的 方法 当然 也 可 以 ， 不 过 既然 r、s 的 和 为 1， 积 为 
-1， 那 么 就 可 以 说 它们 是 方程 一 ("+5)z 二 rs=0 的 解 。 也 就 是 说 ， 解 
这 逢 题 的 天 键 束 是 要 知道 “一 元 二 次 方程 的 解 与 系数 的 关系 ”。 为 什么 这 
么 说 呢 ? 因为 我 们 可 以 将 这 个 一 元 二 次 方程 分 解 为 以 下 形 却 。 


站 有 1 加 
了 ”一 人 7 十 SIT 十 FS 一 【人 TI 一 站 作 工 一 号 | 


换 人 句 话说 ， 根 据 r+s=1，rs= -1 这 个 条 件 ， 我 们 可 以 得 出 二 次 方程 的 
解 束 是 r 和 和 s。 


T Ir++s)ri+rs=7x —ZX—1] 


= 三 中 


运用 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 去 可 以 得 到 x 的 仁 。 











2 
假 衣 了 大 于 s， 可 得 
三 ES 
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因此 ， 我 们 就 能 求 出 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 了 ， 如 下 所 示 。 
1 (1I+v5 /1l—v5Y 
5 人 (人 ) -( 7 ) ) 
好 了 ， 这 样 问题 束 守 一段 沙 了 了。 
解答 4-1 区 波 那 句 数列 的 遂 项 公式 ) 


Ts 二 (人 下 -) (: 一 ) ) 
V5 2 3 | 




















4.3 回顾 


我 不 能 接受 。 这 个 式 了 于 a 到 压 对 个 对 呢 ? 因 为 非 波 那 契 数列 可 全 部 是 整数 
哦 ， 而 通 项 公式 里 出 现 的 v5 真是 令 人 匪夷所思 。 


米尔 嘉 却 是 一 副 很 满足 的 样子 ， 她 喝 着 已 经 变 冷 的 咖啡 ， 听 到 我 的 疑问 
后 说 :“ 那 你 试 着 算 算 看 嗪 ? 


那么 我 束 假 设 n=0,1,2,3,4， 并 分 列 将 它们 代入 退 项 公式 。 
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最 后 得 出 的 答案 是 0, 1, 1, 2, 3， 确 实 都 是 斐 波 那 契 数列 中 的 数字 。 啊 ， 
原来 如 此 ， 当 代入 具体 数字 时 ， 分 子 分 母 痢 有 Y5， 所 以 可 以 互相 抵 
消 。 

时， 实在 是 太 厉害 了 ! 我 也 喝 起 了 咖啡 ， 一 边 喝 一 边 开 始 回 想 今 天 所 做 
的 事情 ， 我 们 一 开始 的 目标 是 要 求 斐 波 那 毛 数列 的 通 项 公式 。 为 此 ， 我 
进行 了 以 下 三 步 。 


(1) 思考 将 x? 的 项 的 系数 用 非 波 那 契 数列 的 通 项 F, 来 表示 的 生成 函 
数 F(x)。 


(2) 求生 成 函数 F(x) 的 有 限 项 代数 式 〈 这 里 是 天 于 x 的 有 限 项 代数 
式 ) 。 这 时 ， 可 以 运用 非 波 那 问 数列 的 推导 公式 来 求解 。 


(3) 用 无 穷 级 数 的 形式 来 表达 函数 F(x) 的 有 限 项 代数 式 。 这 时 x? 项 
的 系数 束 古 光波 那 问 数列 的 通 项 公式 。 


综 上 所 述 ， 从 将 函数 的 系数 用 通 项 来 表示 ， 到 求 出 生成 函数 ， 这 就 
是 “ 抓 住 了 求解 数列 的 关键 ">。 原 来 如 此 ...…... 但 是 ， 真 是 “路 漫漫 其 修 远 


< 求 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 ”的 “旅行 地 图 ” 
斐 波 那 契 数 列 2 生成 函数 F(z) 


|® 
斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 + 站 生成 函数 F(z) 的 有 限 项 代数 式 
米尔 嘉 又 说 : “生成 函数 是 求解 数列 最 有 效 的 方法 。 为 什么 这 么 说 呢 ? 
因为 当 我 们 在 生成 函数 王国 漫步 的 时 候 ， 我 们 所 知道 的 关于 函数 的 解析 
马 对 求解 很 有 攻 助 做 国 数 是 果 总 结 出 来 的 方法 在 数列 问题 上 也 有 了 
武之 地 。” 


我 听 了 米尔 对 的 话 后 义 开 始 担心 起 刚 的 事情 。 在 计算 无 穷 级 数 的 时 候 ， 
我 们 改变 了 求 和 的 顺序 ， 应 该 没什么 问题 吧 ? 到 捕 会 不 会 有 关系 呢 ? 


“如 果 在 条 件 里 不 说 清楚 的 话 就 不 行 ， 但 这 次 没关系 。 先 不 告诉 别人 我 

们 是 用 生成 函数 的 方法 求 得 通 项 公式 的 ， 然 后 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 

二 下 所 得 到 的 通 项 公式 就 可 以 了 。 "米尔 台 像 完成 件 大 事 一 样 ， 轻 松 地 
Wuo 

ee 一 直 以 来 我 都 在 做 公式 的 展开 ， 

这 是 为 了 运用 生成 函数 这 一 重要 的 解 题 方法 

来 展现 发 现 等 式 关系 的 方法 。 





高 德 纳 ，《 计 算 机 程序 设计 艺术 》[22 


人 让 下 
本 不 等 式 
任何 有 创意 的 喜悦 ， 
人 
都 会 在 自己 所 做 事情 的 边界 线 上 释放 出 来 


一 一 修 世 达 ，Metamagical Themas”| 


5 1 在 “ 神 乐 ” 
这 是 第 二 天 的 事情 了 。 


放学 后 ， 我 勿 匆 走 在 校园 内 的 林 了 商道 上。 我 一 馆 快 步 走 痢 ， 一 按 从 衣服 
口袋 里 掏 出 便条 纸 ， 义 读 了 一 遇 。 便 条 纸 上 只 与 独 一 行 字 。 


今天 放学 后 ， 我 在 < 神 乐 ”等 您 


泰 赤 拉 


我 罕 过 林 防 道 ， 来 到 了 教学 辅 楼 的 休息 军 一 一 “和 神 乐 "。 这 时 ， 泰 东 拉 已 
经 等 在 门口 了 。 


泰 示 拉 一 看 到 我 ， 束 马上 低下 了 头 。 
“昨天 真是 太 不 好 意思 了 。 那 个 .……” 她 低头 道歉 。 
我 连 代 说:“ 哪 里 哪里 ， 应 该 是 我 同 你 道 炊 。 我 们 进去 再 说 吧 ， 这 里 太 


区 
“ 神 乐 "真是 个 舒适 的 地 方 。 这 里 有 小 卖 部 ， 到 处 都 有 椅子 和 桌子 ， 可 以 


随意 朵 谈 。 那 天 人 比较 少 。 楼 上 是 文艺 爱好 者 的 聚会 室 ， 可 以 听 到 有 人 
在 练习 鸣 长 香 。 


我 在 目 动 售 贷 机 那里 天 了 杯 咖 啡 ,随便 挑 了 个 座位 坐 下 ， 泰 未 拉 随 之 坐 
到 了 我 对 面 。 


泰 末 拉 十 局 中 一 年 级 的 学 生 ， 和 我 是 同一 所 初中 毕业 的 ， 是 我 的 学 妹 。 
时 说 如 此 ， 我 在 初中 的 时 候 并 不 认识 她 。 


“我 .…... 昨 天 实在 是 太 吃 惊 了 ， 当 时 什么 话 部 说 不 出 来 ， 只 能 束 那 样 一 
声 不 咏 地 回去 了 了。 真是 不 好 意 轧 啊 。” 花 末 拉 帝 深 地 低头 问 我 致歉 。 


“哪里 哪里 ， 我 才 不 好 意思 呢 。 咖 ..……. 真 是 太 对 不 起 了 。? 我 说 。 


泰 赤 拉 案 张 地 看 看 我 。 她 有 看 加 圆 的 大 眼睛 ， 映 材 妖 小 ， 像 一 只 踢 核 桃 
的 小 松 幢 ， 上 再 配 上 条 毛 苷 苦 的 大 尾巴 吏 更 像 了 了 。 我 不 花 微 突起 来 。 


“请 问 .……. 学 长 ， 学 .……. 学 长 和 那 位 女孩 在 谈 .…… 谈 恋 .…… 恋 爱 吗 ? "她 
结 结巴 巴 地 说 ， 


“ 谈 …… 谈 恋爱 ? ”我 疑惑 个 解 。 
“不 是 。 请 问 学 长 和 那 位 女孩 .…... 在 谈 恋 爱 吗 ? ?她 又 问 了 允 。 


“ 呵 ...... 米 尔 矣 是 吗 ? 没有 啊 ， 我 没有 和 她 谈 起 爱 ， 不 是 屠 种 男女 朋友 
关系 。” 我 说 。 


我 脑海 中 顿时 浮现 出 米尔 嘉 的 身影 ， 心 中 想 确认 些 什么 。 嗯 ， 我 和 米尔 
嘉 确实 没 在 交往 。 

“但 是 ， 我 却 脸皮 很 厚 地 坐 在 学 长 的 旁边 ， 真 是 .….. 真 是 没 想到 .…..” 索 
打 拉 一 边 看 我 的 脸色 一 边 小 心 现 咽 地 说 ，“ 所 以 ， 那 个 .….. 如 果 这 件 事 
不 会 给 您 造成 麻烦 的 话 .……: 以 后 我 还 想 麻烦 您 教 我 数学 ， 不 知道 可 不 可 


“ 虽 ， 没 问题 啊 。 如 末 你 有 什么 想 问 的 问题 ， 随 时 欢迎 你 哦 ， 丈 和 现在 
一 样 。 哦 ， 对 了， 你 找 我 就 是 为 了 这 事 啊 ? ”我 问 。 


我 将 纸 条 拿 给 她 看 ， 她 点 了 点 头 。 


“让 您 符 地 跑 出 来 一 趟 ， 真 是 不 好 童 思 。 如 果 去 图 书 军 的 话 束 好 了 ， 但 
我 他 再 友 生 和 昨天 类 似 的 事情 .…...” 她 说 。 


0 


“但 是 ， 那 个 .…... 如 果 我 再 让 学 长 您 教 我 的 话 ， 那 个 女孩 会 不 会 再 来 中 
我 的 森 子 呀 ? ”她 问 我 。 

我 对 泰 东 拉 那 太 过 草 敬 的 语气 只 能 舌 突 。 

“米尔 盐 呢 ， 到 底 会 怎么 做 呢 .…… 喝 ， 可 能 真 的 会 再 来 足 一 脚 哦 ， 不 知 
道 该 说 她 什么 好 。 顺 ， 这 样 吧 ， 由 我 来 跟 米 尔 寻 好 好 说 次 。” 泰 生 
拉 听 了 我 的 话 ， 终 于 叉 纤 开 了 实 容 。 





5.2 ” 注 是 疑问 
“以 前 我 就 有 疑问 ， 但 是 一 直 都 没有 机 会 问 别人 .…..…. 昨 天 ， 学 长 给 我 讲 
解 了 (a 十 如 ta 一 站 = 一 太 这 个 公式 。 但 我 看 了 下 参考 书 ， 也 有 书 上 写 


的 是 好 十 切 亿 一 切 = 一 六 这 个 公式 。” 素 打 拉 说 。 

“ 曙 ， 是 啊 。 这 两 个 公式 其 实 是 相同 的 ， 你 有 疑问 吗 ? ”我 问 道 。 
她 说 :“ 是 啊 。 不 过 到 底 是 用 a 和 b 好 呢 ， 还 是 用 x 和 y 好 呢 ? ” 
“原来 如 此 。” 我 说 。 


“但 是 ， 每 当 看 到 数学 中 的 公式 时 ， 我 都 会 想 ' 为 什么 公式 会 这 样 写 
呢 ? 然后 束 无 法 深入 下 去 了。 我 想 加 老师 讨教 ， 但 义 不 知 道 该 从 何 问 
起 .…… 于 古 ， 我 便 湖 源 开 始 大 悉数 学 。” 她 说 道 。 


“ 渐 湖 开始 厌恶 ? ”我 问 。 


“我 做 什么 事情 都 要 比 别 人 多 伦 一 僧 的 时 间 ， 因 此 ， 束 会 有 接连 不 断 的 
问题 出 现 。 我 又 难于 开口 问 别 人 ， 于 和 是 便 感 到 厌烦 。”? 她 解释 道 。 


“原来 如 此 。” 我 说 。 


“我 起 ， 像 我 这 样 的 人 不 适合 学 数学 吧 。 即 便 是 问 了 班 里 数学 很 好 的 同 
党， 他们 也 不 能 理解 我 到 撒 不 避 在 哪里 ， 他 们 总 是 对 我 说 “这 种 问题 不 
用 这 么 销 牛 角 尖 吧 ’。 这 时 我 会 想 “ 原 来 这 样 啊 ， 在 这 种 问题 上 太 外 牛角 
尖 是 不 对 的 啊 *。 但 是 在 其 他 时 候 叉 会 极 别 人 说 ' 在 这 种 问题 上 融 是 要 锁 
牛角 兴 的 之 类 的 证 。 到 确 什 么 情况 下 要 销 牛 角 尖 呢 ? 对 于 这 乓 ， 我 一 
二 不 太 明 日 。” 她 襄 。 


“我 倒 不 这 么 力 。 经 前 有 各 种 疑问 ， 这 人 不正 是 适合 学 习 数 学 的 一 种 表现 
吗 ? ”我 说 。 


索 示 拉 继 续 说 道 :“ 但 如 未 征 天 语 的 话 ， 有 不 全 的 甲 词 只 要 否 租 字典 了 
可 以 了 ; 不 容易 理解 的 惯用 语 只 要 育 下 来 陨 可 以 了 ;， 语法 虽然 有 所 复 
杂 ， 但 也 只 要 结合 例句 记 住 束 可 以 了 。 随 看 学 习 的 深入 ， 肯 定 会 一 氮 一 


扩 理 解 的 。” 


我 力 说 “你 这 么 力 是 不 是 太 单 纯 了 呢 ?， 但 我 还 是 八 住 没有 访 ， 微 敏 点 了 
扩 头 表示 赞同 她 的 看 法 。 


“但 是 ， 数 学 束 不 同 了 。 人 页 到 目 己 异 的 地 方 ， 右 觉得 日 己 理 解 得 很 彻 
底 。 但 是 一 倍 到 自己 不 懂 的 地 方 ， 束 一 点 儿 都 不 明白 。 也 惑 是 说 ， 要 人 么 
非常 明白 要 么 一 点 也 不 明白 ， 只 有 这 两 个 极端 ， 而 没有 模棱两可 的 时 
候 。” 她 又 说 。 

“ 咽 ， 算 是 这 样 吧 。 但 有 时 也 会 发 生 中 间 过 程 正 确 ， 而 最 后 计算 错误 的 
时 候 。” 我 说 。 

“学 长 ， 我 想 说 的 和 你 说 的 有 点 不 同 吧 。 呵 ， 对 不 起 ， 到 现在 为 上 上 
我 一 直 在 跟 学 长 您 抱怨 。 不 是 抱怨 ， 不 是 抱怨 ， 我 不 是 想来 这 里 抱怨 
的 ...... 我 想 说 的 是 ， 我 现在 是 想 多 学 点 知识 ! 我 想 认 认真 真 学 习 ! ” 达 
朱 拉 一 边 说 着 一 边 掠 紧 了 拳头 。 

“我 ..….... 我 能 进入 这 所 高 中 真是 非常 融 兴 。 如 果 可 能 的 话 ， 我 将 来 想 从 
事 与 计 算 机 有 关 的 工作 。 但 是 ， 我 想 无 论 是 朝 哪 个 方向 发 展 ， 数 学 都 是 
必 不 可 少 的 。 所 以 ， 我 想 努 力学 习 。” 泰 打 拉 说 着 用 力 地 点 了 了 点头 。 
“学 长 ， 我 想 问 问 平 时 您 是 怎么 学 习 的 呀 ? ”她 问 。 


“我 有 时 做 题 ， 但 有 时 候 也 会 不 知 不 沈 地 搞 一 些 公式 变形 。 比 如 说 .……… 
呵 ， 对 了 。 今 天 我 们 一 起 来 做 做 看 吧 。” 我 提议 。 


“好 ， 好 啊 ! ”她 说 。 





5.3 ”不 等 式 


藤林 拉 一 按说 看 “不 好 意思 >”， 一 边 将 椅子 移 到 我 身边 ， 看 我 在 练习 本 上 
写 未 西 。 这 时 ， 我 团 到 一 RO 
;属相 





“ 那 现 在 就 开始 唆 。 对 了 ， 我 们 先 假设 "为 实数 。 这 时 ， 我 们 将 了 平方 
后 得 到 数字 闫 。 你 能 说 出 关于 产 的 一 些 特征 吗 ? 你 想 想 看 。? 我 说 。 


听 了 我 的 问 话 后 ， 泰 栗 拉 想 了 几 秒 钟 说 :“r 是 上 平方 后 所 得 的 ， 肯 定 
比 0 大 吧 ? 征 这 样 吧 ? ” 


“ 咽 ， 是 这 样 。 但 是 ， 不 应 该 说 'r? 大 于 0':， 而 应 该 说 和 大 于 等 于 
:大 于 0 或 ' 比 0 大 :这 种 说 法 不 包括 0。” 


“ 哦 ， 对 哦 。 如 果 r 为 0 的话，rr 也 变 成 0 了。 对 ， 应 该 说 ‘大 于 等 于 
0’。” 泰 条 拉 赞 同 地 点 了 点 头 。 


dt 以 下 不 等 式 都 能 成 立 。 是 这 样 吧 ? ”她 问 





"产品 
“ 虽 ? 哦 ， 是 啊 。 如 果 r 是 实数 的 话 ， 那 么 ?大 于 等 于 0。 实数 r 有 三 
种 情况 : 正 数 、 零 、 负 数 。 无 论 r 是 其 中 哪 一 种 ， 将 了 平方 后 ， 所 得 的 
数字 都 大 于 等 于 0。 所 以 产 > 0 这 个 不 等 式 成 立 ， 做 人 人 
为 实数 :这 一 条 件 时 所 应 该 注意 的 一 个 重要 性 质 。 不 等 式 符 号 为 等 号 
时 ，7r 为 0。” 
“ 呵 ...... 可 这 看 起 来 是 理所当然 的 呀 。” 好 说。 
“对 ， 这 是 理所当然 的 哦 。 
“ 呵 ， 好 的 。” 她 说 。 


“实数 7 无 论 取 何 值 ， 不 等 式 r*>0 都 成 立 。 在 一 个 不 等 式 中 ， 如 果 不 论 


由 式 ， 它 都 是 成 立 的 ， 那 么 这 样 的 不 等 式 叫 作 绝 对 
二 


“绝对 不 等 式 .…..” 她 重复 着 我 的 话 ， 


“从 无论 代入 哪个 数字 都 成 立 ' 这 点 来 看 ， 绝 对 不 等 式 和 恒等式 非常 相 
似 。 唯 一 的 区 别 就 是 绝对 不 等 式 是 不 等 式 ， 而 恒等式 是 等 式 。 


“原来 如 此 。” 她 说 。 


那么， 我们 再 由 此 继续 深入 下 云 。 假 设 oa 和 4 为 实数 ， 这 时 
[a 一 上 7 之 0 也 成 立 。 能 慌 吗 ? ”我 问 。 


eo se 响 ， 0 a -b 是 实数 ， 因 为 它 是 实数 ， 所 以 平方 后 的 数 

J 您 能 等 一 下 吗 ? 刚才 写 不 等 式 产 >0 时 用 了 字母 

r 吧 。 为什么 这 省 是 中 用 字 苹 a 和 上 b 呢 ? 我 总 会 在 这 种 问题 上 陷入 忌 思 
吉 想 。 每 当 这 时 ， 和 老师 束 往 下 讲 了 。? 她 说 。 


“ 咽 ， 好 啊 。 刚 才 我 写 的 "是 实数 real number 的 首 字 母 。 但 无 所 谓 ， 用 
X 也 可 以 ， 用 w 也 可 以 。 一 役 音 数 多 会 用 字母 a，Dp，c 表示 ， 人 参数 多 用 
字母 Y，y，Z 表示 。 总 之 用 什么 字母 都 可 以 。 虽 说 如 此 ， 如 末 把 m 设 为 
实数 的 话 ， 还 是 很 令 人 吃惊 的 。 因 为 mn 一 般 都 用 来 表示 整数 和 目 然 数 。 
器 ， 这 样 解释 能 理解 吗 ? ”我 问 。 


“ 咽 ， 能 。 不 好 意思 ， 我 再 插 一 句 ， 我 一 直 对 字母 的 使 用 一 知 半 解 …… 
但 是 ， 对 于 (a 一人)? > 0 这 个 不 等 式 我 是 理解 了 。 


泰 赤 拉 人 铸币 一 和 括 ， 目 光 内 烁 ， 仿 佛 在 期 盼 看 我 继续 讲 下 去 。 她 真是 个 表 
情 丰 是 的 女孩 。 哦 ， 她 还 是 个 喜欢 打破 砂锅 问 到 底 的 女孩 。 


“那么 接 下 来 册 说 哪 方面 的 内 容 呢 ? ”我 试探 看 问 她 ， 泰 和 示 拉 有 的 眼球 消光 
净 地 转 看 。 


“您 说 的 哪 方面 是 指 什 么 方面 呢 ? ”她 问 。 
“什么 方面 都 可 以 啊 。 既 然 已 经 摘 懂 了 ta -一切 三 0 这 个 不 等 式 ， 那 接 下 


来 应 该 考虑 数学 公式 。 关 于 数学 公式 ， 你 先 说 说 看 ， 什 么 部 可 以 。 或 者 
你 目 己 与 下 来 ? ”我 襄 看 ， 把 目 动 铅笔 韦 给 她 。 








“好 。 那 么 ， 我 先 将 它 展开 看 看 。” 她 说 。 


(ae 一 的 ”一 (ae 一 区 人 一 大 
= (abla— (tabib 
aba—ab+i+etw 


i 
= 


a — 20+b 


“这 样 可 以 了 吗 ? ”她 问 刀 。 


“ 咽 ， 不 错 。 那 么 你 想 想 看 ， 通 过 这 两 个 式 子 你 能 发 现 什 么 ? ”我 问 。 
(@ 一 加 二 0， (a—b):=a—2ab+b 
“ 咖 ..….” 她 回答 不 出 。 


“不 是 什么 特别 重大 的 肥 现 也 可 以 啊 。 比 如 说 ， 天 于 实数 a 和 b， 我 们 可 
以 这 么 说 。 


3  ， 站 
a 2a0+ 二 0 


因为 te 一 多 大 于 等 于 0， 所 以 展开 后 也 应 该 大 于 等 于 0， 对 吧 ， 泰 只 


拉 。 ?? 


泰 末 拉 本 来 在 看 公式 ， 听 了 我 的 话 她 突然 抬 起 兴 ， 甩 了 皮 眼 ， 突 了 ,一 
副 很 开心 的 样子 。 


“ 虽 ， 是 啊 。 但 是 ， 接 下 来 该 怎么 办 呢 ? ”她 问 。 


“ 咕 ， 接 下 来 束 要 试看 进行 公式 变形 了 。 比 如 说 ， 将 -2ab 这 项 移 项 到 右 
边 看 看 。 移 项 后 -2ab 的 符号 改变 变 成 2qb。” 我 说 。 


a + b> 2ab 
“号 ， 我 明日 了 。 ”她 说 。 
“然后 再 两 边 同 时 除 以 2， 束 变 成 这 样 的 形式 。 


7 1 
a 二 bb” 
> ob 





”她 表示 理解 。 
* 那 从 这 个 式 子 中 又 能 看 出 什么 呢 ? ”我 问 。 
能 看 出 什么 呀 ? ”她 不 太 明白 。 
“你 仔细 看 左边 ， 中 -可 以 看 作 是 吧 与 刀 的 平均 值 ， 对 吧 ? ” 
| 因为 这 是 o 和 b* 相 加 后 除 以 2 所 得 的 数 。? 她 悦 然 大 





“ 咽 ， 这 个 式 子 的 左边 含有 a? 和 b*， 于 是 我 想 试 着 将 右边 也 写成 含有 a 
和 和 忆 的 形式 看 看 ， ”我 说 。 


“ 啊 ? 为 什么 这 样 啊 ? ”她 感到 不 可 思议 


四 不 是 说 这 种 情况 下 束 应 该 这 么 做 ， 我 只 是 人 碰巧 想到 而 已 。” 我 
} 


“原来 这 样 啊 。” 她 说 。 
“ 接 下 来 的 一 步 可 能 会 有 一 点 跳跃 ， 你 可 得 仔细 看 喀 。 为 了 将 右边 的 ab 


也 变 成 含有 a* 和 bx 的 形式 ， 我 们 进行 如 下 变形 。 你 看 下 面 这 个 等 式 能 
够 恒 成 立 吗 ? ”我 问 道 


“让 我 想 想 。 先 将 ab 平方 后 再 开 方 对 吧 。 先 平方 后 开 方 …..…. 又 变 回 原来 
的 数字 了 。 喝 ， 我 想 这 个 式 子 是 恒 成 立 的 吧 。?” 她 回答 说 。 


“不 对 哦 。 先 平方 再 开 方 ， 能 够 变 回 原来 的 数字 的 只 有 大 于 等 于 0 的 数 
字 。ab 也 有 可 能 是 负数 ， 如 果 直 加 上 二 个 条 件 ， 以 上 式 子 束 不 成 江 
了 。?” 我 说 。 

“上 阿 ， 我 中 计 了 。 还 要 加 上 个 条 件 呀 。” 她 叫 首 


“是 啊 ， 比 如 说 ， 假 设 a = 2，b = -2， 你 一 想 就 会 明白 。 左 边 ab = 2.(-2) 
= -4， 而 右边 VO 一 V22 (2 = V16 ==4， 左 右 不 相等 ， 对 吧 ? ” 


“ 哦 ， 确 实 是 这 样 ...... ” 蒜 泉 拉 一 
头 。 


么 ， 接 下 来 我 们 加 上 一 个 条 件 吧 ， 


三 森林 
ab = va 


1 是- 





“然后 ， 我 们 刚才 所 说 的 不 等 式 


+ 
> Vv a bh? 


js 





66 
中 。 


“不 ， 学 长 ， 我 总 觉得 有 点 奇怪 。 


” 泰 末 拉 里 然 应 了 声 ， 但 是 她 表 迟 严肃， 


一 行 地 确认 了 我 写 的 拭 式 后 ， 点 了 所 
假设 ab 大 于 等 于 0。? 我 说 。 
当 ap>0 时 


中 可 以 改写 成 这 样 的 形式 ，。 


当 ap>0 时 
和 入 了 沉思 。 
这 个 ab > 0 的 条 件 为 什么 是 必 不 可 少 





的 呢 ? 我 不 能 接 有 党。 ab <0 的 时 候 ， 难 道 不 等 式 束 不 成 并 了 吗 ? 那 好 ， 
我 现在 就 来 举例 证 明 。 如 果 a 为 2， 为 -2 的话， 左边 和 右边 分 别 变 成 
PF 
2 2 
a +b 
左边 = 一 
加 D2 十 [一 2)” 
加 2 
| 
边 一 Vo2p2 
Ds (—2)? 
= V16 
二 4 
“所 以 左边 > 右边 这 个 不 等 式 可 是 成 立 的 哦 ， 学 长 。” 泰 打 拉 得 意 地 说 。 
“ 秦 赤 拉 ， 你 * 观 罕 导 很 仔细 啊 。 确 实 ， 即 使 不 加 ab > 0 这 个 条 件 也 可 


以 。 那 该 怎 么 办 昵 ?” 我 问 。 


泰和 东 拉 又 想 了 想 ， 了 最 终 还 是 摇 播 头 说 : “我 也 不 知道 
“如 果 不 想 加 上 ap > 0 这 个 条 件 的 话 ， 只 要 证 明 在 ab < 0 时 不 等 式 也 能 
成 立 束 可 以 了 。” 


“ 当 qb<0 时 ，a 和 4b 两 个 数 中 必定 一 个 为 正 ， 一 个 为 负 。 假设 a>0, 上 b 
<0, c 是 b 的 相反 数 ，c=-b。 因 为 bp 小 于 0， 所 以 c 大 于 0。 因 为 无 论 


实数 取 何 值 ， 不 等 式 叶 - > 吧 都 成 立 。 所 以 ， 以 下 式 子 也 就 成 立 。” 





'h rh 
a 十 六 
‘) 


ce 


“我 们 来 分 列 讨论 一 下 这 个 式 于 的 左边 和 右边 。” 





~ OAC 





2 3 
a (+c 
左边 = ; 


0“ + (—b)’ 
= 因为 c= - 
a 十 六 
2 





石 塘 


ac 
= Va2c2 因为 ac >0 
- Va 本 为 ec 一 


“因此 ， 以 下 不 等 式 成 这。” 


中 
a + ee 
> ab 


+" 当 q>0 有 晶 b<0 时 


“到 此 为 止 ， 我 们 讨论 的 是 ‘a 为 正 数 ，b 为 负数 ;的 情况 ， 同 样 地 ，'a 为 
负数 ，b 为 正 数 ' 的 情况 也 能 用 此 方法 推导 。 所 以 ， 对 于 任意 实数 a 和 
b， 以 下 不 等 式 成 并 。” 


a +b” pa 


i 站 
~ bb 下 


2 当 qa 和 5 为 任意 实数 时 


泰 打 拉 一 直 盯 着 写 在 练习 本 上 的 数学 公式 ， 思 考 了 许久 后 ， 终 于 抬 起 头 
说 ，“ 曙 ， 我 懂 了 ， 能 够 接受 这 个 答案 了 。 一 一 啊 ， 对 了 ， 我 还 要 问 一 


个 问题 , “任意 :到 展 是 什么 意思 呀 ? ” 

“任意 :一 词 是 指 ' 不 管 怎样 的 无论. 者 b...... 的 意思 。 它 在 英语 中 就 
和 any 这 个 词 的 意思 一 样 。 有 时 候 也 会 用 :就 所 有 的 .……. 言 > 这 一 说 
法 ， 在 更 语 中 称 为 for all...:。?” 我 答 道 。 

“ 啊 ， 我 明白 了 。 ' 任 晶 实 数 ' 的 意思 就 是 无论 是 什么 实数 


孝 ...... : 吧 ? ”她 问 。 


我 又 继续 说 :“ 好 了 ， 这 下 我 们 就 可 以 将 不 等 式 左右 两 边 用 a 和 12 来 
表示 了 。 我 们 把 o 称 为 x， 把 六: 称 为 y。?” 


“Xx 和 y 这 两 个 数 是 平方 后 所 得 的 数 ， 所 以 它们 都 一 定 大 于 等 于 0。 也 束 
很 多 。 你 完 不 觉得 这 个 式 子 有 扣 眼 熟 呢 ?” 我 问 。 





TY. 
~ TY 


当 x>0 且 y>0 时 
“这 个 我 知道 ， 叫 什么 基本 不 等 式 吧 。” 她 说 。 


“ 喝 ， 没 错 。 不 等 式 的 左边 是 两 个 数 相 加 后 再 除 以 >， 也 就 叫 作 算术 平 
均 数 。 不 等 式 的 右边 是 * 两 个 数 相 乘 后 再 开 根 号 '， 也 就 叫 作 几何 平均 
数 。 基 本 不 等 式 就 是 指 算术 平均 数 不 小 于 几何 平均 数 这 样 一 种 关系 。” 


“ 喝 ， 这 是 从 产 > 0 这 个 条 件 推导 出 的 公式 吧 。” 秦 条 拉 感 慨 万 千 地 说 。 


“如 末 你 把 它 称 为 ‘公式 *"， 束 很 容易 认为 只 要 将 它 死 记 健 硝 束 可 以 了 ， 你 
还 会 认为 目 己 不 能 对 其 进行 变形 。 但 是 ， 如 琳 经 第 进行 一 些 公 式 变 形 的 
练习 的 话 ， 你 对 于 数学 公式 那 种 潜 拜 瞻仰 之 情 束 会 逐渐 减 淡 ， 束 会 完 得 
这 十 意 儿 何 卫 十 小 米 一 供 。 


“ 呵 ， 原 来 这 样 啊 ..….... 数 学 公式 是 可 以 目 己 创造 的 呀 。” 她 说 。 


“与 其 讽 是 目 己 创造 的 ， 倒 不 如 说 是 目 己 将 公式 推 寻 出 来 的 。 今 后 你 注 
和 有 如 一 下， 公式 排 导 可 以 以 例 冯 背 式 现 ， 也 可 以 的 开 
现 。” 我 说 。 


“这 样 啊 .….. 今 后 我 一 定 注意 观察 。 我 每 次 见 到 数学 公式 ， 就 总 想 着 必 
须 尽快 把 它 背 下 来 。” 


“如 果 一 开始 就 想 把 数 季 公 式 按照 死记 便 背 的 方式 记 的 话 ， 反 而 无 法 真 
下 掌握 。 最 关键 的 是 在 目 己 动手 推导 的 基础 上 加 以 理解 。 在 还 没有 理解 
的 情况 下 束 要 到 下 米 ， 一 般 不 太 可 能 。” 我 说 。 


“这 样 啊 ......” 她 将 信 将 疑 。 


“对 了 了， 顺便 问 问 你 ， 基 本 不 等 式 中 ， 不 等 式 在 什么 情况 下 取 等 号 你 知 
道 吗 ? 也 区 是 说 ， 要 使 


T+y 本 二 
E i 
器 Ne 和 本 | 


这 个 等 式 成 立 ，x 和 y 的 关系 是 什么 呢 ? ”我 问 道 
“9...... 是 不 是 ‘x 和 y 同时 为 0; 啊 ? ?她 答 道 
“不 对 。 一 也 不 是 说 你 完全 不 对 ， 是 没有 答 全 。?” 我 说 。 


“ 啊 ? 难道 不 对 吗 ? x 和 y 同时 为 0 的 时 候 ， 左 右 两 边 都 为 0， 等 式 成 立 
的 呀 。” 她 辩解 道 


“你 的 说 法 是 没有 钳 。 但 大 你 说 x 和 y 一 定 要 同时 为 0， 我 看 没 这 必要 
吧 。x=y 束 可 以 了 啊 。 








“ 咽 ? 这 样 啊 ? 如 果 我 把 x=3 且 y=3 代入 ， 左 边 写字 3， 右边 
V3y = V3 Xx3==3。 啊 ! 还 真是 左右 相等 啊 。 


“ 咽 ， 像 这 样 代入 具体 数值 进行 验证 的 方法 是 非常 重要 的 。 举 例 是 理解 
的 试金石 。* 我 夸 她 道 。 


pr (人 rm 
昵 ? 左边 本 = 一 了 = 右边 V 开 =Vt 4Xxt 引 一 2。 喷 ， 怎 么 
左右 两 了 边 个 相同 ? ” 


“ 咀 ， 泰 东 拉 ， 你 瑟 记 xX>0 且 y> 0 这 个 条 件 啦 。” 


“啊呀 ! 对 哦 对 哦 ， 我 大 古稀 里 糊 深 ， 把 这 个 条 件 给 起 了。 我 东 想 西 
起 ， 了 最 后 却 把 条 件 筷 记 了 。” 素 条 拉 岳 看 凑 ， 吐 了 吐 舌 头 。 


“ 芭 东 拉 ， 这 次 公 二 的 变形 是 从 
(a 一 下 ”> 
这 个 不 等 式 开始 的 ， 我 们 回想 一 下 就 会 发 现 ， 这 个 不 等 式 取 等 号 时 ， 就 
是 aq=b 的 时 低 (也 束 是 x=y 的 时 候 ) ， 这 样 一 来 你 驶 会 党 得 很 好 理 
年 。 ?? 


本 不 等 式 


调 





x>0 且 y>0。 当 x=y 时 取 等 气 。 


5.4 下 进一步 看 看 

“刚才 我 们 一 直 在 玩 一 些 公 式 变 形 的 游戏 ， ae 如 琳 我 
们 > 只 是 要 证 明基 本 不 等 式 ， 其 实 只 要 把 (v7 一 Vv 让 二 0 这 个 不 等 式 的 左 
边 部 分 进行 展开 就 可 以 了 ,假设 x>0 且 y>0。 


(Vz— Vy) = (Vz) -2VzVy+ (vo) 


一 了 一 2VZVY 十 7 
=z—2Viy+y 因为 z >0 且 y 宕 0 
> 0 因为 (Vz 一 VY) 之 0 


“也 束 古 说 ， 式 子 变 形 为 下 和 面 这 样 。” 
一 2wITU 十 3 之 0 
“然后 只 要 把 2Vz2 移 项 ， 再 两 边 同 时 除 以 2， 就 可 以 得 到 以 下 式 子 。 


TY 乒 - 


2 VY 当 x>z0 且 y>0 时 
“ 喷 ? 这 次 X>0 且 y>0 这 个 条 件 是 从 哪里 推导 出 来 的 呢 ? ”她 问 道 


我 生计， “我 们 现在 考虑 的 是 实数 范围 。 根 号 里 的 数字 x 和 y 都 必须 大 
于 等 于 0。” 


“ 那 如 朱 根 亏 中 的 数字 小 于 0 会 怎么 样 呢 ? ”她 问 。 
“如 果 根 写 中 的 数字 小 于 0 的 话 ， 答 条 了 现 变 成 虚数 了 。? 我 答 道 
“原来 如 此 .………” 她 明白 了 。 


“好 了 ， 我 们 册 把 基本 不 等 式 进 行 一 下 变形 看 看 如 何 。 和 残 用 x+y 来 表 
不 ， 来 机 形式 个 大略 情 写 ， 束 用 x xy 来 表示 。 除 以 2 束 用 分 数 形式 3 
来 表示 ， 平 方 根 用 = 次 方 来 表示 。 这 样 一 来 ， 刚 才 的 公 坯 融 变 形 为 以 下 


的 式 子 。 这 也 能 表示 基本 不 等 式 。 用 这 种 方法 可 以 明显 地 表示 出 左右 两 
边 的 相似 性 ， 让 人 人 一目了然 。” 我 说 。 
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泰 条 拉 突然 举 起 手 ， 说 : “学 长 ， 我 又 有 一 个 问题 。 平 方 根 就 是 根 号 的 
意思 吧 ， 那 么 这 次 方 又 是 什么 呢 ? ” 

我 答 道 : “ 求 一 个 数 的 平方 根 就 是 求 这 个 数 的 这 次 方 。 也 许 你 对 次 方 3 
这 种 说 法 感到 非常 吃惊 ， 但 定义 就 是 这 么 规定 的 。 不 过 如 果 你 能 从 指数 
的 角度 来 考虑 的 话 ， 就 很 容易 理解 了 。” 


呈 次 方 是 很 标准 的 说 法 吗 ? ”她 吃惊 不 已 。 
“我 来 解释 一 下 x 的 平方 根 就 是 x 的 了 次 方 吧 。 比 如 说 ， 假 设 x>0， 首 
先 你 想 想 看 (x3)? 是 多 少 ? ”我 问 道 ， 


“Oo 四? 也 就 是 (x-x*x)*， 从 整体 来 看 就 是 x 的 6 次 方 吧 ， 所 以 我 认为 
05 = 加 。” 她 答 道 。 

“对 啊 。 所 以 下 面 这 个 一 般 云 承 能 成 立 。 求 一 个 数 的 早 次 方 的 晤 次 方 驶 
侠 将 其 指数 相 滋 。? 我 识 。 
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“ 唱 ， 我 明日 了 。” 她 说 。 


“那么 根据 上 述 理论 ， 你 再 来 看 看 下 面 这 个 式 子 。 这 里 的 a 应 该 为 多 少 
呢 ? ” 


“ 宕 次 方 的 寡 次 方 就 是 指数 相 乘 ， 所 以 a 的 2 倍 就 是 1 吧 ， 那 么 a 就 是 3 
， ”她 答 道 。 

“ 咽 ， 这 是 很 自然 的 想法 。 那 么 ， 你 再 仔细 看 看 (x)? = x 这 个 式 子 。x 
就 是 x， 这 整个 式 子 就 被 描述 为 x? 的 平方 是 x*。 那 么 x? 又 表示 什么 
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Re 啊 ! 这 不 就 是 vz 嘛 ! 哇 
实在 是 太 历 害 了 ! ”她 慰 叫 道 


“ 喝 ， 很 厉害 吧 。 你 这 下 能 理解 了 次 方 就 是 平方 根 这 种 说 法 了 吧 ? ” 


平方 根 就 是 3 次 方 
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“我 现在 确实 千 得 这 个 说 法 很 目 然 了 。” 她 说 。 


“ 啊 ， 对 了 ， 基 本 不 等 式 是 不 是 还 可 以 写成 一 般 化 的 形 却 呢 ? 如 末 试 看 
证 明 这 个 一 般 形 式 可 能 会 很 有 趣 哦 。” 我 说 。 
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“将 这 个 式 子 用 2 和 由 来 表示 的 话 ， 束 可 以 将 不 等 式 左边 改写 为 和 的 形 
式 ， 将 右边 改写 为 积 的 形式 ， 基 本 不 等 式 就 是 和 与 各 之 间 的 关系 。 ”我 
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“学 长 ， 竺 一 一 长 一 一 。” 秦 杰 拉 岂 我 ,，“ 这 个 问题 很 有 意思 ， 但 是 ， 青 
这 样 坐 下 去 ， 我 入 部 亿 变 成 甩 像 了 ， 我 可 以 休息 会 儿 器 ?” 


5.5 ”关于 学 习 


休 奶 厂 刻 后 ， 泰 示 拉 回 到 我 对 和 面 的 座位 上 ， 开 始 问 我 天 于 学 习 目 的 的 问 
题 : “学 习 数 学 时 ， 让 我 感到 厌烦 的 是 不 知 赴 学 数学 的 目的 是 什么 。 即 
使 题目 做 出 来 了 了， 也 忌 和 觉得 有 后 无 了 黎 。 即 使 在 家 目 学 也 觉得 没有 意思 。 
因为 我 不 知道 我 为 什么 要 做 数学 题 。 现 在 做 的 公式 变形 和 昨天 学 习 的 内 
容 ， 还 有 明天 要 学 的 内 容 之 间 有 什么 天 系 呢 ? 我 只 是 想 知 道 这 个 。 我 想 
本 解 整体 的 知识 结构 ， 但 是 老师 却 没 有 明确 告诉 我 这 些 。” 


我 无 语 。 


她 义 继 续 说 :“ 我 忌 完 得 目 己 像 在 一 个 黑 得 伸手 不 见 五 指 的 地 方 ， 然 后 
别人 只 给 了 我 一 个 小 小 的 手电 简 。 只 要 用 手电 位 照明 ， 束 能 问 前 行进 。 
但 是 ， 羊 葛 手 电 徐 能 照 壳 的 范围 很 小 ， 目 己 到 撒 走 在 哪里 ， 一 点 都 不 知 
这。 往 后 看 看 十 一 片 漆黑 ， 参 前 看 看 也 是 一 片 漆 黑 。 唯 一 明 腕 的 地 方 只 
是 现在 手电 位 照 腕 的 一 小 财 。 如 来 其 的 很 难 ， 那 也 就 没 办 法 了， 可 束 公 
陈 变 形 本 身 而 言 并 不 是 很 难 。 所 以 ， 我 总 是 不 明日 数学 到 撒 是 和 傈 单 还 是 
难 。 看 早 个 问题 觉得 简单 ， 可 是 从 整体 来 看 义 觉 得 目 己 没 掌 握 。” 
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“学 长 会 很 耐心 地 昕 我 襄 ， 但 我 的 同班 同学 却 不 会 。 虽 然 我 也 有 擅长 数 
学 的 朋 肥 ， 但 在 那些 朋 到 面前 我 却 无 法 坦然 地 表达 目 己 的 想法 ， 因 为 我 
说 到 一 半 时 一 定 会 被 朋 友 员 突 的 。 当 朋友 对 我 说 ‘你 列 说 了 ， 这 个 听 ， 
把 它 背 下 来 ' 的 时 候 ， 我 真 不 想 再 和 他 们 说 话 了 。” 她 说 。 


我 补 泰 末 拉 的话 深 深 地 吸引 了 ， 便 说 :“ 我 呢 ， 是 如 欢 数学 。 我 经 营 在 
图 书 军 里 采 看 数学 公式 看 。 然 后 目 己 把 数学 庚 上 出 现 的 公式 进行 再 创 

寺 。 在 目 己 能 够 信服 的 基础 上 一 步 一 步 地 深入 下 去 ， 确 认 一 下 目 己 古人 否 
能 够 将 所 学 的 知识 完全 用 目 己 的 话 重 新 表示 出 来 。” 


泰 赤 拉 静 静 地 昕 看 我 所 说 的 话 。 


“学 校 只 给 我 们 提供 学习 的 系 材 ， 老 师 请 脑子 者 是 应 弃 的 事情 。 这 些 都 
没关系 ， 但 我 一 二 和 硕 望 能 思 竹 目 己 豆 欢 的 东西 ， 并 不 是 我 父母 通 我 将 公 


式 进行 变形 ， 我 在 进行 那 种 公式 变形 时 ， 我 父母 并 没有 兴趣 。 他 们 看 到 
的 只 是 我 只 在 果子 上 学 习 的 一 个 表象 。 所 以 ， 我 是 攒 目 己 的 兴趣 在 做 
题 ， 父 母 从 来 不 督促 我 的 。” 我 说 。 


“ 那 一 定 是 因为 学 长 您 成 绩优 秀 。 我 就 不 行 了 ， 我 就 一 直 被 父母 叮 号 
要 ' 好 好 读书 '。” 


“我 经 第 在 图 书 宇 思 考 问 题 。 打 开 笔 记 本 ， 想 出 一 些 公 式 ， 思 元 为 什么 
非 这 样 定义 不 可 ， 探 索 如 果 将 定义 改 号 后 会 肥 生 什么 。 关 和 键 的 地 方 一 定 
要 目 己 思考 ， 说 老师 不 好 ， 说 朋友 不 好 是 没有 用 的 。 泰 末 拉 ， 你 刚才 也 
说 了 吧 ， 每 次 有 公式 出 现 ， 你 部 会 想 ' 为 什么 式 子 古 这 样 写 的 "。 这 并 不 
症 坏 事 。 也 许 轧 和 孝 会 化 费 不 少时 间 ， 但 是 对 目 己 的 疑问 不 要 轻易 放 径 或 
妥协 ， 一 二 到 最 后 完全 卉 明日 才 古 学 习 的 关键。 我 认为 这 才 叫 演习。 不 
党 是 父母 还 是 朋友 ， 攻 至 是 老师 都 无 法 回答 你 所 提 的 问题 ， 人 至 少 无 法 回 
答 出 全 部 问题 ， 他 们 说 不 定 还 会 友 火 生气 。 因 为 人 束 是 这 样 ， 当 他 们 被 
We 


“学 长 您 真是 历 害 啊 ...... 昨 天 您 在 图 书 室 教 我 的 内 容 束 很 有 意思 ， 里 然 
只 征 简单 的 公式 变形 ， 但 不 知 为 什么 让 我 兴 香 不 已 。 今 天 和 您 所 说 的 也 非 
种 信 得 我 参考 。 喝 .……. 那 个 .……: 这 种 话题 您 和 那个 人 也 说 吗 ? ”她 问 
道 。 


“那个 人 ? ”我 不 知道 那个 人 指 谁 。 
“就 是 米尔 嘉 呀 。” 她 说 。 

“ 阿 ， 是 她 啊 。 咽 ， 我 和 她 一 般 讲 些 什么 呢 ? 我 和 她 讨论 一 些 更 具体 的 
问题 吧 。 我 在 图 书 室 计算 题目 的 时 候 ， 有 时 候 米尔 嘉 会 过 来 跟 我 说 话 。 
话题 就 是 我 当时 在 做 的 题目 ， 但 大 部 分 时 间 都 是 米尔 嘉 在 说 。 她 是 一 个 
很 聪明 的 女孩 子 ， 我 比 不 上 她 。 米 尔 嘉 考 虑 问题 的 范围 比 我 更 广 ， 很 有 
深度 ， 她 知道 很 多 东西 。* 我 说 。 


“我 还 以 为 学 长 和 那个 人 在 那个 ..…… 在 谈 恋爱 呢 。 一 直 看 到 你 们 在 一 
起 。” 芭 和 东 拉 说 。 


“ 那 是 因为 我 和 她 是 同班 同学 的 天 系 。? 我 襄 。 


“可 你 们 在 图 书 室 也 一 直 ...... ” 夺 打 拉 把 “在 一 起 ”二 个 字 厨 了 下 去 。 
ee ”我 无 言 以 对 。 
“ 咽 ...... 学 长 您 在 你 们 年 级 是 第 一 吧 ?” 秦 未 拉 问 。 


“不 ， 我 不 是 第 一 。 数 学 上 米尔 脆 是 第 一 ， 第 二 是 部 吕 。 束 所 有 科目 的 

总 成 绩 来 六 ， 者 豆 是 第 一 。” 我 说 。 

“为 什么 别人 什么 科目 都 好 呢 ? ”她 问 。 

“别人 都 只 是 在 做 目 己 辟 欢 的 事情 呀 。 乔 豆 体 育 也 很 好 ， 这 征 特 例 ， 我 
和 米尔 刀 都 不 擅长 运动 。 暂 且 不 说 米尔 别 ， 束 千 我 来 说 吧 ， 我 不 擅长 在 
大 大 三 众 面 前 说 话 ， 但 是 ， 我 喜欢 数学 。 因 为 辟 欢 ， 所 以 一 百 做 题 ， 允 
是 这 么 回 事 。 泰 东 拉 ， 你 也 有 上 自己 可 欢 做 的 事情 吧 ? ”我 问 。 

“我 喜欢 .……… 瑞 语 ， 很 辟 欢 很 喜欢 。 ”好 说 。 

“现在 你 的 包 里 一 定 有 英语 书 吧 。 而 且 ， 如 末 你 去 书店 的 话 ， 一 定 会 先 
到 秽语 书 染 那 吧 。 是 这 样 吗 ? ”我 问 退 。 

“器 ， 是 的 ， 正 如 学 长 所 言 。 您 真 了 解 啊 。” 她 说 。 

“因为 我 融 是 这 样 的 ， 无 论 去 哪 家 书后 都 这 样 。 经 和 贡 云 的 书店 ， 我 都 记 
得 寺 里 什么 地 方 放 看 数学 书 。 我 只 要 一 看 书 染 束 知 道 哪些 是 狐 出 版 的 图 
书 。 束 这 么 回 事 ， 我 也 只 是 做 看 目 己 爱 欢 做 的 事情 。 在 目 己 如 欢 做 的 事 
情 上 人 花 时 间 ， 论 精力 ， 谁 部 是 这 样 的 。 想 了 解 得 更 深 ， 想 一 卫 思 考 下 

去 ， 叶 欢 束 是 这 种 感觉 吧 。” 我 说 。 
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“学 校 是 个 狭小 的 世界 ， 有 很 多 面 癌 孩子 的 冒牌 贷 。 当 然 ， 出 了 等 校 也 
有 很 多 冒牌 抽 ， 但 也 有 很 多 正牌 货 。” 我 说 。 


“ 那 在 学 校 里 就 没有 正牌 货 了 吗 ?*” 泰 条 拉 问 。 


“不 是 ， 我 并 不 是 这 个 意思 。 就 拿 老 师 来 说 吧 ， 你 知道 村 木 老师 吧 。 虽 
然 别人 叫 他 怪人 ， 但 他 知识 很 渊博 。 我 和 都 宫 ， 可 能 还 有 米尔 嘉 ， 都 这 


么 认为 。 我 们 有 时 低 会 请 村 木 老 师 给 我 们 出 些 题 ， 介 绍 些 有 趣 的 书 。” 


泰 赤 拉 正 企 看 尖 思 考 看 什么 ， 我 没 去 官 她 ， 继 续 讲 了 下 去 ， 锌 打开 的 话 
轿子 坊 么 也 关 不 上 了 。 


“如 来 一 了 二 坚 持 退 求 上 自己 所 品 欢 的 东西 ， 束 会 有 辩 列 其 伪 的 能 力 。 有 的 
同学 哮 欢 大 声 回 管 问题 ， 也 有 的 同学 品 欢 汉 作 很 聪明 的 样子 。 这 些 同 学 
一 定 很 喜欢 坚持 目 己 的 主张 ， 他 们 认为 草 严 或 者 说 面子 是 很 重要 的 。 但 
是 ， 如 朱 一 个 人 有 目 己 劲 脑 思考 的 习惯 ， 知 道 什么 是 真 详 的 话 ， 束 没 必 
要 这 样子 坚持 目 己 的 主张 。 即 使 是 大 声 回 答 也 不 会 解 出 通 项 公式 ， 即 便 
旦 妆 作 很 隐 明 的 样子 也 不 会 解 出 方程 式 。 不 过 别人 特 么 认为 ， 不 过 别人 
怎么 说 ， 目 己 明日 是 怎么 回 事 束 可 以 了 。 妃 求 目 己 所 吕 欢 的 东西 ， 退 求 
真理 ， 我 认为 这 两 点 非常 重要 。” 讽 a 到 这 儿 ， 我 团 了 口 。 因 为 我 一 边 说 
即使 坚持 自己 的 主张 也 无 济 于 事 ， 一 边 却 又 大 声 地 发 表 着 日 己 的 主张 。 
这 样 的 我 真是 个 蠢 重 。 好 了 ， 关 上 话 匣 子 吧 。 


泰 打 拉 慢 慢 地 点 点 头 ， 好 像 在 考虑 着 什么 。 不 知 不 觉 中 长 笛 的 声音 停止 
了 ， 开 始 变 成 颤音 。 更 多 的 人 来 到 了 “ 神 乐 ， 这 里 也 渐渐 热闹 起 来 。 
“学 长 ， 像 您 所 说 的 那样 ， 在 学 习 自 己 喜 欢 的 科目 时 ， 如 果 有 个 傻 傻 的 
学 妹 在 旁边 .….. 请 问 ， 是 不 是 打扰 您 了 呀 ?” 索 傈 拉 有 气 无 力 地 说 。 

“ 啊 ? ”我 不 明 自 ， 


“有 个 傻 俐 的 学 妹 在 你 身 劳 无 所 事 事 ， 对 于 您 而 言 是 不 是 党 得 很 肪 
烦 ? ”她 又 问 了 一 过 。 


“没有 ， 我 不 觉得 你 在 打扰 我 或 是 在 麻烦 我 什么 啊 。 我 也 只 是 把 自己 所 
起 的 说 出 来 ， 然 后 让 你 听 听 而 已 。 如 果 对 手 很 强 的 话 ， 这 样 的 对 话 会 很 
有 意思 。 当 然 我 也 不 是 假装 自己 很 孤独 的 样子 。" 我 说 ， 


“不 知 为 什么 ， 我 很 次 又 您 。 虽 然 我 也 想 努 力学 习 数 学 ， 但 是 和 学 长 您 
完全 不 在 一 个 档次 上 ..….…...” 泰 示 拉 轻 轻 地 咬 厦 目 己 大 拇指 的 指甲 。 


一 阵 沉 献 之 后 ， 徐 示 拉 突然 抬 起 头 。 


“ 虽 ， 不 是 ! 不 是 这 样 的 。 别 人 挎 么 梓 我 不 管 ， 我 只 要 退 求 对 于 我 而 言 
真正 的 东西 。 学 长 ， 不 知 怎 么 的 ， 我 澳 得 目 己 来 劲 了 了 。 对 了 ， 我 还 四 拜 


托 您 一 件 事 。 今 后 也 ..….…... 今 后 侦 尔 束 可 以 了 ， 伪 尔 再 和 我 交流 交流 吧 。 
苦 托 您 了。” 泰 赤 拉 认真 地 说 。 
“ 虽 ， 设 问题 。? 我 说 。 


我 应 该 不 会 有 什么 大 问题 。 但 不 知 怎么 的 ， 我 总 贫 得 今天 骏 东 拉 说 了 好 
几 讽 “拜托 了 ”， 我 目 己 也 说 了 好 几 次 <“ 设 问 题 ， 可 以 啊 ”。 我 一 定 没什么 
问题 ， 上 肯定。 我 看 了 看 休 忆 室 的 时 钟 。 


“学 长 ， 您 一 会 儿 还 去 图 书 室 吗 ? ”她 问 道 。 
< 喝 ， 是 啊 。" 我 说 。 

“ 那 我 也 去 图 书 室 ! 嗯 .还 是 算 了 吧 。 我 今天 还 是 回 家 吧 。 如 果 今后 
丰 有 什么 问题 的 话 ， 我 还 能 问 您 吗 ? 在 图 书 室 或 者 是 教室 可 以 中? "地 
“ 照 ， 当 然 可 以 。” 我 说 。 

你 看 ， 我 又 多 说 了 一 个 “可 以 ”。 

这 时 ， 有 三 个 女孩 边 说 着 “ 哟 ， 是 泰 杂 拉 呀 *"， 边 从 泰 休 拉 的 身后 走 过 


泰 示 拉 参 看 她 们 的 方 同 看 了 看 ， 很 大 声 地 回 了 一 句 :“ 哦 ， 原 来 是 你 们 
呵 。” 


之 后 ， 泰 床 拉 马上 双手 招 住 路 ， 像 肥 生 了 什么 精 糙 的 事情 似 的 ， 脸 红 到 
耳根 。 她 好 像 因为 在 我 面前 露出 了 目 己 平时 说 话 的 有 通 调 而 感到 害 者。 


我 党 得 这 样 的 泰 永 拉 真 可 爱 。 这 十 局 二 秋天 的 事 。 
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6.1 做 分 
我 像 往 常 一 样 在 空 无 一 人 的 图 书 室 里 玩弄 着 数学 公式 的 变形 。 


这 时 ， 米 尔 又 进来 了 ， 坚 不 犹豫 地 坐 在 了 我 刁 边 ， 我 又 于 到 她 号 上 一 股 
淡淡 的 桶 子 和 理 。 她 看 看 我 的 笔记 本 问 :“ 你 在 做 微分 ? ” 


好 意思 ， 紧 张 得 觉得 题目 都 变 难 了 。 

“怎么 了 ? ”米尔 嘉 问 我 。 

我 说 : “没什么 .只 是 在 想 你 在 看 什么 呢 ? ， 
她 回答 说 ; “我 在 看 你 计算 啊 。， 

看 归 看 ， 可 我 觉得 不 太 自在 .. 


米尔 矣 肯定 不 是 光 看 看 束 亚 突 甘 休 的 。 她 和 其 他 人 人 不同。 如 果 你 写 的 式 
子 锯 手提 住 的话 ， 她 会 突然 把 脸 竣 近 你 ， 看 你 笔记 本 上 到 捕 写 了 什么 。 


呵 ， 对 了。 我 想起 了 和 泰 灯 拉 有 的 约定 一 一 “我 会 日 己 跟 米 尔 甩 解 释 清 楚 
的 ”。 


“对 了 ， 米 尔 矣 ， 我 想 跟 你 说 件 事 .…...” 我 开始 说话 。 

“你 等 一 下 。” 米 尔 双 把 我 的 话 打 汤 了 。 她 抬 起 尖 闭 上 眼 ， 嘴 里 呆 号 看 什 
么 ， 两 片 深 腕 的 嘴 层 不 集 地 上 下 动 看 。 她 好 像 开 始 思 考 一 些 有 趣 的 事 
情 。 我 不 能 打 断 她 。 


几 秘 钟 后 ， 她 用 开眼 栈 ， 说 “所 谓 微分 也 束 是 变化 量 吧 ”。 她 按说 边 和 在 我 
笔记 本 上 号 了 起 来 。 


O O O 


所 谓 微分 也 束 是 变化 量 吧 。 
比如 说 ， 在 了 二线 上 用 x 来 表示 现在 的 位 置 。 然 后 在 离开 x 一 所 距离 的 位 
曾 标 上 x+h。h 不 是 很 大 ， 也 束 古 说 “ 束 在 劳 边 ”。 


-~ ee ee mm 
从 pl 


接 下 来 ， 我 们 来 考虑 一 下 关于 了 的 函数 。 与 x 相对 应 的 函数 fF 的 值 为 
ftx)。 然 后 ， 与 x+h 相对 应 的 函数 f 的 值 为 fx + hh)。 下 面 我 们 来 天 注 一 
下 函数 8 的 变化 。 


为 了 让 对 比 明显 ， 我 们 把 0 这 个 原本 不 必 写 出 来 的 数字 也 明确 地 表示 出 
来 吧 。 现 在 的 位 置 就 是 x+0， 那 么 了 的 值 就 是 fx + 0)。 当 变 成 x+ 
时 ,了 的 值 束 变 成 了 flx + 门 。 
从 x+0 移 动 到 x+h 时 ， 我 们 可 以 像 下 面 这 样 求 得 x 的 变化 量 。 

“变化 后 的 位 置 ”变化 前 的 位 置 ” 
也 就 是 (x+hh) - (x+0)， 得 出 答案 为 h。 用 同样 的 方法 ， 从 x+0 移动 到 
x+h 时 我 们 也 可 以 求 得 了 的 变化 量 。 通 过 flx +hh) -flx+0) 就 可 算出 答 
条 O 


个 





i 有 1 
| 
. y= 和 分) 
(x 十 h) = 1 
jz+ he)— 1(z+0) 
be + 
/ 
A 
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| 





x 的 变化 量 (x+ 思 - (x+0) 越 大 ，F 的 变化 量 可 能 也 越 大 ， 所 以 我 们 来 求 
一 下 两 者 之 比 看 看 。 求 得 的 比 也 就 相当 于 上 图 中 斜 虚线 的 斜率 。 


f 的 变化 量 _ f(z 十 加 一 f(z 十 0) 
z 的 变化 量 ” (z 十 有) 一 (zx 十 0) 


因为 我 想 知 道 关于 位 置 x 的 变化 量 ， 所 以 我 会 尽量 编 小 户 的 距离 。 将 放 
因 小 髓 缩小 ， 可 以 把 h 卷 虑 成 趋同 于 0 的 极限 。 


(T+h) flr+i+0) 
lim us nh at 
hs0 人 ( 工 十 站 一 人 zz 十 吕 


也 就 是 说 ， 这 是 关于 函数 /的 微分 。 从 图 上 来 看 ， 这 个 微分 就 相当 于 下 


图 中 过 点 (x, fx)) 的 切线 的 笠 率 。 切 线 的 冬 紊 如果 急速 增 大 的 话 ，f (x) 
的 值 也 就 急速 增加 。 也 束 古 说 ， 那 个 点 上 的 变化 量 很 大 。 


| 


y 


= f(%) 
| 0) 
2 
0 他 他 


我 们 用 df 来 表示 与 函数 f 相 对 应 的 “微分 ”>。 也 就 是 说 ， 我 们 将 微分 运算 
从 写 d 定义 为 以 下 形式 。 


微分 运算 符 亏 d 的 定义 


df = jim E+ f+ 


AD 【十 下 一 人 十 0 


定义 成 以 下 这 个 形 却 也 可 以 。 因 为 这 两 个 陈 子 是 一 样 的 。 无 论 怎么 样 ， 


微分 的 运算 符 亏 d 都 会 变 为 由 图 数 产 生 的 ， 用 来 构成 函数 的 高 阶 函 数 。 


flr+h) oo fir) 
h 


对 了 ， 到 此 为 止 我 所 说 的 都 是 关于 连续 函数 的 问题 。x 可 以 进行 连续 不 

断 的 变化 。 接 下 来 ， 我 要 将 话题 转移 到 离散 函数 的 世界 。 在 离散 函数 的 

世界 ， 我 们 只 能 取 到 像 整 数 那样 的 一 些 分 散 的 数值 。 在 连续 函数 的 世界 

里 ,x 只 变化 了 h 这 一 距离 ， 也 就 是 移 到 很 近 很 近 的 地 方 "” 我 们 思考 

i hy 然后 ， 我 们 思考 了 h 趋 铝 于 0 的 极限 情况 ， 定 义 了 
。 那 么 你 认为 将 微分 市 到 离散 函数 的 世界 会 发 生 什 么 呢 ? 


问题 6-1 


将 与 连续 函数 世界 中 的 微分 符号 d 相对 应 的 运算 定义 为 离散 函数 世 
界 中 的 符号 。 


dflz)=1 mm 


6.2 ”差分 


我 思 若 独 米 尔 有 曙 提出 的 问题 。 如 末 能 从 离散 函数 的 角度 来 寻找 与 连续 函 
数 世 界 中 “很 近 很 近 的 地 方 ” 相 对 应 的 概念 ， 无 疑 能 帮助 我 们 更 好 地 理解 
这 一 皮 。 我 环视 了 一 下 图 书 室 ， 然 后 将 目光 集 留 在 坐 在 我 芳 边 的 米尔 对 
的 脸 上 。 
“ 束 在 “很 近 很 近 的 地 方 ; 还 可 以 考虑 成 束 在 ‘ 芳 边 ' 吧 ? ”我 说 。 
她 边 说 “ 正 是 如 此 ” 边 竖 起 食指 。 

O OO OO 
从 离散 函数 的 角度 来 考虑 ， 与 x+ 0“ 很 近 很 近 的 地 方 ? 就 是 x+1， 也 吏 
征 它 的 “ 劳 边 ?”。 我 们 可 以 认为 站 不 是 起 网 于 0， 而 是 六 = 1。.“ 和 劳 边 ”的 存 
在 焉 是 离散 函数 世界 的 本 质 。 如 末 你 能 注意 到 这 上 点， 那么 接 下 来 的 讨 
论 束 能 顺利 进行 下 去 了 。 
连续 函数 世界 中 的 “很 近 很 近 的 地 方 ” 
一 


2 ee 
离散 函数 世界 中 的 “ 芳 边 ” 


当 x+0 变化 成 x+1 的 时 候 ，x 的 变化 量 为 KK+1D-Cx+0。 这 时 ， 函 数 
f 的 变化 量 就 理所当然 地 变 为 fx +1) - ftx + 0)。 我 们 还 像 刚 才 那 样 求 一 
下 两 者 之 比 一 一 虽然 这 个 分 母 恒 等 于 1。 

Frz+1L 一 Fz 十 出 


( 开 十 二 一 人 十 由 


在 离散 函数 的 世界 里 ， 没 有 必要 求 极 限 。 这 个 却 子 本 喘 束 是 “离散 图 数 
世界 中 的 秘 分 ”也 束 是 大 分。 莽 分 运算 付 写 人 可 定义 为 以 下 形式 。 


Ee 1 一 Fr 十 0 


人 < 
f(z) = +1)— (r+o0) 


写成 如 下 这 个 形式 也 可 以 。 
Aflr) = ftr+1)— fz7) 


Y 
f(z) 
f(x++1)r-—- 
f(z+1)— f(t 0) 
f(z+O)r 
(z+1)— (z+0) 
wr 








我 们 将 连 汝 函数 世界 中 的 做 分 和 高 政 函 数 世 乔 中 的 于 分 比较 下 来 看 有 
为 了 能 清 想 地 将 两 者 一 一 对 应 的 关系 表现 出 来 ， 我 可 能 写 得 比较 见长 。 


连续 子 数 世界 中 的 微分 “人 人 高 散 函 妆 世界 中 的 震 分 
df(z) © 和 Hz) 


， f(z+h)— f(z+0) .fet+D- fs+0 
aA ft 


6.3 ”做 分 和 于 分 

0 我 不 知 不 党 地 要 她 的话 所 吸引 ， 被 她 市 到 了 夯 一 
| o 

啊 ， 对 了 ， 我 还 是 得 事先 说 明 一 下 和 秦 朱 拉 的 那 件 事 情 。 

“米尔 时， 那个 ， 上 次 坐 在 我 劳 边 的 那个 女生 .…… ”我 说 。 


米尔 肚 抬 起 涉 ， 惰 我 看 看 。 她 的 脸 上 闪 过 一 丝 尺 诈 的 表情 ， 叉 立刻 将 视 
线 转 移 到 了 数学 公式 上 。 


“那个 女孩 是 我 初中 时 的 学 妹 。 所 以 .……” 我 解释 道 。 
“我 知道 。” 她 说 。 

“ 啊 ? 你 知道 ? ”这 下 轮 到 我 吃惊 了 。 

“你 上 次 说 过 。? 她 的 头 抬 都 没 抬 。 

“所 以 我 有 时 教 她 数学 。” 我 继续 说 。 

“这 我 也 知道 。” 她 说 。 


我 无 语 。 
“不 具体 说 明 的 话 ， 束 不 能 把 目 己 想 表达 的 意思 传达 给 别人 。” 她 边 说 边 
和 较 了 较 目 动 铅笔 。 


O O O 


6.3.1 ”一 次 图 数 X 


不 具体 说 明 的 话 ， 束 不 能 把 日 己 想 表达 的 意思 传达 给 列 人 。 我 们 不 考 上 处 
抽象 的 fx)， 先 考虑 具体 的 函数 。 


比如 说 ， 我 们 来 比较 一 下 一 次 函数 f(x) =xX 的 微分 与 大 分 的 区 别 。 
我 们 先 来 看 和 做 分 。 
dj = dz 因为 ffz)] 一 zx 


(x 十 h) 一 (了 十 0) i No 和 
= lim [a 恨 据 微分 运算 香 号 d 的 定义 


然后 我 们 再 来 看 秋分。 
Afls) = Ax 根据 fi 二 沁 
思 ee 
一 】 


微分 和 差分 的 答案 都 为 1， 由 此 可 以 得 出 结论 ;函数 fl(x) = x 的 微分 和 差 
分 是 相同 的 。 

6.3.2 二 次 函数 x< 

接 下 来 我 们 讨论 二 次 函数 Ko = x*， 看 看 它 的 微分 和 差分 是 否 相 同 。 

首先 我 们 先 来 看 一 下 微分 。 


df(z) = dz 因为 f(x) = 2 
(z + h)2 — (z+ 0)? 


= lim 人 根据 微分 运算 符号 d 的 定义 
， 2zh+h: 

i ee 

= 1im(2z 十 天 将 所 约 分 

= 2T 

然后 我 们 再 来 看 差分 。 
Aflr) = Arz? 因为 f(z) = 

ee 根据 微分 运算 符号 A 的 定义 
= (z+1)—2 整理 


x2 的 微分 是 2x， 而 差分 却 是 2x + 1。 这 样 一 来 ， 微 分 和 差分 就 和 刚才 的 
情况 不 同 ， 它 们 的 结果 不 同 。 真 是 无 聊 啊 ， 我 们 还 得 再 想 其 他 更 好 的 办 
法 。 怎 么 做 呢 ? 

问题 6-2 

定义 与 连续 函数 x* 相对 应 的 离散 函数 世界 中 的 函数 。 
“起 么 做 呢 ? ”米尔 桥 问 我 。 我 思考 看 将 做 分 与 大 分 对 应 起 来 的 方法 ， 但 
是 ， 脑 海中 还 是 空 日 一 厂 。 当 米尔 对 人 确定 从 我 这 里 得 不 到 任何 答 肥 时 ， 
她 自己 开始 说 解答 方法 。 她 的 声音 听 上 去 很 温柔 。 

O O O 


其 实 呢 ， 原 本 离散 函数 世界 中 几乎 就 没有 与 连续 函数 x* 相对 应 的 函 
数 ， 所 以 我 们 不 考虑 x*， 来 考虑 一 下 离散 函数 世界 中 的 其 他 函数 。 


flz) 一 人 一 DO 一 了 


我 们 来 计算 一 下 f(x) = (x0 0)(x 0 1) 的 差分 。 
AfIlrT)} = Alr C—O0lrDm1) 
{z+1)}=0fz+1) C1) {rt+0m)fizri+0 1) 


一 (十 二 : 工 一 工 : (一 了 


你 看 ， 这 下 差分 和 和 做 分 的 结 朱 是 相同 的 了 。 
也 就 是 说 ， 连 续 函 数 x 和 离散 函数 世界 中 的 (x - 0)(x -1 可 以 互相 对 


我 们 将 闻 重 新 若 碟 成 下 降 阶 乘 姑 的 形式 。 可 以 得 到 这 样 一 个 对 应 头 


医 《下 降 阶 冬天 
太一 TI 人》 ro = (0(r—1) 


人 以 下 这 种 比较 元 长 的 形式 ， 它 们 之 国 的 对 应 关系 束 更 显 而 匈 见 


T2 一 limiltz 一 DT 一 站 | oO r= (z C—O0){z—1) 


解答 6-2 《离散 函数 世界 中 的 x*) 
人 
这 里 所 用 的 下 降 阶 乘 早 于 可 以 定义 为 以 下 形式 。 
下 降 阶 乘 昭 的 定义 (n 为 正 整 数 ) 
z* = (2— Os—D)..(z— (n—1)) 
和 个 
我 给 你 举例 看 看 。 


~ {zr—0) 
一 他 — 0)lr—1) 
(rT—0lr m1lr 2) 
( 工 一 DT 一 二 (zz 一 2 一 中 


中 | 
[和 . 


[| 


6.3.3 三 次 函数 x 

么 ， 接 下 来 我 们 来 思考 一 下 三 次 函数 flx) = x 。 
首先 我 们 先 来 看 微分 。 

df(z) 一 dz 


_ 十 间 -二 (二 中 
0 (2+h)— (z+0) 
im (® 十 37 ht+3rh +h)—r 


tm h 
3z2 态 十 3zj2 + hs 
0 h 
= lim 3r° + 3zh+h’ 
h—0 
= 37 最 后 结果 不 包含 上 


在 离散 函数 世界 里 ， 与 x 相对 应 的 下 降 阶 乘 需 为 


了 


吗 =(z-oz-Dfz-2。 下 面 我 们 来 算 算 x 的 差分 。 


Arffz) 一 Arz” 

一 AZ 一 0 人 一 划一 3 

= {(z 二 +1)—0)((z+1)—1)((z+1)—2) 
—((z+0)—O((z+0)— 1)((z+0)—2) 

= {xz 二 +1)(z—0)(z—1) 
—(z— 0)(z— 1)(rz— 2) 

= ((z+1)—(£—2)(r -0s—1) 

a 
提取 公 因 式 
= 3(z—0(z—1) 
= 37” 


如 朵 使 用 下 降 阶 乘 虹 x2 来 表示 的 话 ， 我 们 就 能 让 微分 和 到 分 一 一 对 应 
J 


TT lr 0lr-1lr 2) 


dm =37 to) Ari= 37r 
写成 一 般 形式 是 这 样 的 。 
Zn 的 微分 “人 人 xz? 的 差分 


一 二 亿 一 二 


d 人 ”一 全 了” eo AT -=nr 


6.3.4 ”指数 函数 e* 


刚才 我 们 瓯 与 微分 运算 符号 d 相对 应 的 妾 分 运算 符 亏 人 进行 了 定义 。 
接 独 ， 我 们 文 完 分 利用 微分 和 兰 分 之 间 的 对 应 天 系 ， 定 义 了 与 蜂 浆 相 
对 应 的 下 降 阶 乘 需 x2。 


现在 ， 我 们 再 来 讨论 一 下 关于 指数 函数 & 有 的 问题 ， 也 束 是 讨论 一 下 离 
敬 函 数 世 界 中 的 指数 函数 。 


问题 6-3 
定义 与 连续 函数 中 指数 函数 ex 相对 应 的 离散 疯 数 世界 中 的 函数 。 


正如 其 表达 式 所 显示 的 那样 ， 指 数 函 数 x 是 一 个 底数 为 剃 数 e， 指 数 为 
x 的 函数 。 稼 数 e 束 是 自然 对 数 的 底数 ， 是 一 个 无 理 数 ， 它 的 值 为 
2.718281828 ... ， 这 是 一 个 非常 重要 的 知识 点 。 现 在 我 们 从 另 一 个 视角 
来 观察 这 个 指数 函数 。 


指数 函数 多 在 连续 函数 的 世界 中 有 怎么 样 的 性 质 呢 ? 


指数 函数 ex* 最 竺 要 的 一 条 性 质 是 “进行 微分 运算 后 所 得 的 式 于 仍然 不 
变 ”"。 也 束 是 说 ， 将 ex* 进行 微分 运 拭 ， 所 求 得 的 函数 束 是 @* 本 里 。 了 也 
对 ，e 这 个 党 数 束 古 这 样 定义 的 ， 所 以 对 @&* 进行 微分 运算 ， 所 求 得 的 函 
数 仍旧 是 ex 本 号 ， 得 到 这 样 的 舍 采 也 是 理所当然 的 。 
“对 ex 进行 微分 运算 ， 所 求 得 的 函数 仍旧 是 @* 本 里 ”这 个 性 质 如 果 用 微 
分 运算 符号 d 来 表示 的 话 ， 束 可 以 表示 成 以 下 的 微分 方程 式 。 

de ee ET 
到 此 为 止 ， 我 们 讨论 的 是 连续 函数 世界 中 有 关 指 数 函 数 的 问题 。 
接 下 来 ， 我 们 要 讨论 离散 图 数 世 界 中 的 问题 。 我 们 把 氨 下 来 要 求 的 离散 
函数 世界 中 的 指数 函数 称 为 E(x)。 这 样 E(x) 也 有 “即使 将 它 进 行 兰 分 运 
算 ， 所 得 的 结 朱 仍旧 是 它 本 身 ” 这 样 一 个 性 质 。 这 个 性 质 如 朱 用 差分 的 
运算 符号 人 来 表示 的 话 ， 束 可 以 表示 成 以 下 形式 ， 即 产 分 方程 。 


ABlT) = BIT) 
根据 友 分 运算 特写 全 的 定义 ， 我 们 可 以 将 公式 左边 展开 。 
Elr+i+1l1)— Er)= Elz) 


将 这 个 式 子 整理 后 可 求 得 以 下 推导 公式 。 
Elr+i+1)=2.: Er) 


当 x 为 大 于 等 于 0 的 整数 时 ， 这 个 推导 公 二 成 并， 这 束 是 函数 E(x) 的 性 


质 。 当 等 式 右 侧 括 号 内 每 次 递减 1 时 ， 将 右 侧 的 式 子 每 步 都 乘 以 2， 可 
以 使 原 式 不 变 。 这 样 一 来 我 们 就 很 容易 求 得 推 寻 公式 的 舍 采 了 了 。 


El(z+1)=2.: E(x) 
=2.2. E(z— 1) 因为 E(z) = 2.: E(z— 1) 
=2.2.2. E(x — 2) 因为 EB(z 一 1)=2. E(x— 2) 
=2.2.2.2. E(z — 3) 因为 E(z 一 2) =2. E(z— 3) 


二 
= 一 一 一 


2 E(0) 
也 就 是 说 ， 我 们 得 到 了 下 面 的 公式 。 
El(r +1)=2" 五 (0) 


如 何 来 定义 E(0) 的 值 呢 ?因为 ef =1， 与 其 相对 应 的 EE(0) 也 应 该 为 1。 
综 上 所 述 ， 指 数 函 数 外 所 对 应 的 函数 Ex 束 可 以 被 定义 为 以 下 形式 。 


BT) = 2 
由 些 ， 我 们 就 能 得 出 以 下 对 应 天 系 。 
解答 6-3 【指数 函数 ) 
和 连续 陋 数 的 世界 + ” 离 藤 隐 数 的 世界 


和 


一 


因此 ， 离 散 函 数 世 界 中 的 指数 函数 融 是 2 的 项 次 方 。 


6.4 ”在 两 个 世界 中 往返 的 旅行 


"我们 思考 了 "微分 “差分 ' 的 对 应 关系 之 后 ， 接 下 来 该 考虑 "积分 心 和 
分 :的 对 应 关系 了 。 这 里 我 们 就 直接 写 结论 吧 。” 








这 里 ， 如 果 假 设 所 有 的 了 都 是 睫 ， 所 有 的 工 都 是 ， 那 么 还 可 以 工 癌 
进行 以 下 对 比 。 


d ee 入 


) 2 


如 果 将 上 想象 成 罗马 字 S， 将 并 想象 成 希腊 字母 $ 的 话 ， 就 更 有 意思 
了 。 那 惑 是 连续 函数 的 世界 在 多 马 ， 离 散 函 数 的 世界 在 硕 腊 ， 是 不 是 
[ 阿 ? 


O O O 
我 回想 看 米尔 对 的 话 。 以 连续 函数 的 知识 为 基础 ， 我 们 在 离 敬 函数 的 世 
界 中 摸索 了 一 这。 与 其 说 这 是 个 求证 严密 定义 的 过 程 ， 倒 不 如 说 这 是 个 
求证 确切 定义 的 过 程 。 我 们 先 思 孝 了 与 短 分 相对 应 的 破 分 ， 然 后 义 在 此 
基础 上 思考 了 与 她 相 对 应 的 下 降 阶 乘 虹 xz。 接 看 ， 我 们 没有 运用 人 微分 
廊 程 式 ， 向 十 运用 天 分 方程 式 求 出 了 与 @* 相对 应 有 的 2*。 


这 是 一 次 在 两 个 世界 中 的 来 回 旅 行 。 真 说 不 出 这 是 一 种 什么 样 的 感觉。 


我 边 昕 看 米尔 矣 的 话 边 想 ， 我 即使 不 能 在 离 她 “很 近 很 近 的 地 方 "” 到 少 
也 希望 能 够 一 直 在 她 劳 边 ，。 


OQ 9 oO 
先 暂 且 不 说 这 些 ..… 
“米尔 嘉 ， 刚 才 我 说 的 那个 女孩 ， 她 今后 还 会 来 问 我 问题 。” 
“哪个 女孩 ? ?米尔 天 似乎 不 记得 那个 文 孩 是 谁 。 
“就 是 我 的 学 妹 。” 我 说 。 
“她 叫 什么 呀 ? ”她 问 道 。 
“ 叫 各 和 朱 拉 。 她 可 能 以 后 还 会 来 问 我 问题 。” 


“所 以 你 想 说 (你 以 后 不 要 坐 在 我 旁边 了 '， 对 吗 ? "米尔 嘉 一 边 说 一 边 在 
笔记 本 上 写 着 什么 ， 没 有 看 我 。 

“ 呵 ? 不 是 不 是 ， 我 不 是 这 个 意思 。 米 尔 嘉 ， 你 可 以 随时 坐 我 身边 ,无 
论 做 什么 都 可 以 。 我 想 说 的 是 ， 只 是 请 你 以 后 不 要 再 把 椅子 踢 飞 了 。” 


“我 如 过 了 。” 米 尔 贤 把 起 头 ， 打 靳 了 我 的 话 。 不 知 间 为 什么 ， 她 突 了 
灾 ， 说 ,“ 在 图 书 宇 问 数 学 题 ， 你 的 学 妹 ， 名 字 叫 泰 林 拉 ， 好 ， 我 已 经 
记 住 了 ， 你 放心 吧 。” 


照 ， 到 的 让 我 放心 什么 是? 


0 PE A 对 了 ， 你 接 下 来 准备 思考 什么 问题 ? ”米尔 
幕 问 道 。 





这 个 方法 虽然 看 上 去 很 完美 ， 没 有 任何 瑕 疲 ， 
但 完 葛 是 已 么 想 出 这 个 方法 的 呢 ? 

这 个 实验 虽然 看 上 去 很 科学 ， 并 能 反映 出 事实 ， 
但 究竟 是 怎么 发 现 这 个 实验 的 呢 ? 

我 完 竟 该 怎么 做 才能 力 出 或 肥 现 方法 呢 ? 


一 一 波 利 亚 ，《 怎 样 解 题 》 呈 


7.1 ”图书 军 


7.1.1 米尔 须 
那 是 高 中 二 年 级 时 的 冬天 。 
放学 后 ， 我 在 图 书 室 自己 最 喜欢 的 座位 上 坐 着 ， 正 准备 做 计算 题 。 这 
时 ， 米 尔 嘉 走 过 来 问 我 : “这 个 问题 你 看 过 了 吗 ? ”她 把 一 张 纸 放 在 我 面 
前 ， 两 手 撑 着 果子 站 在 那里 。 
“什么 题 呀 ? ”我 问 。 
“村 木 老师 布置 的 题 。” 她 答 道 。 

问题 7-1 

0+1=(0+1) 
如 果 有 1 个 加 号 的 话 ， 只 有 1 种 加 法 组 合 (C1 = 1)。 


0+1+2={0+ (1+ 2) 
如 果 有 2 个 加 号 的 话 ， 有 2 种 加 法 组 合 (C, = 2)。 
0 二 1 十 2 十 3 二 人 0 十 位 十 从 十 3))) 
二 (0 十 {[ 十 2) 二 3)) 
二 ((0 十 十 届 十 3)) 
{i 
= 人 0 十 1} 填 27 圭 引 


如 果 有 3 个 加 号 的 话 ， 有 5 种 加 法 组 合 (C。 = 5)。 


2 


也 吏 是 说 ， 如 果 有 个 加 号 的 话 ， 有 几 种 加 法 组 合 呢 (C， = ?) 呢 ? 
“不 知 怎 么 的 ， 我 总 部 得 这 个 式 子 太 长 了 ， 如 果 能 下 接点 就 好 了 。” 我 捅 
起 头 说 。 
<“ 咽 ...... 你 是 说 内 容 要 直接 ， 式 子 要 按照 一 定 的 格式 来 号 ， 专 业 术 语 要 
J 用 词 不 能 模 校 两 可 ， 要 严肃 ， 2 ee 对 吧 ? 细 
“上 只， 下 是 如 此 。” 我 说 。 

“ 算 了 ， 先 这 样 吧 。 刚 才 我 已 经 算出 推导 公式 了 。” 

“等 下 ， 米 尔 野 ， 你 是 什么 时 候 拿 到 这 道 题 的 啊 ? ”我 问 道 。 

“是 中 午 我 去 老师 办 公 室 的 时 候 。 你 现在 束 在 这 里 从 零 开 始 思考 吧 ， 我 
到 那 边 去 想 ， 再 见 。? 米 尔 妓 天 我 挥 挥手 ， 优 雅 地 移 到 窗 边 的 座位 上 。 
我 的 目光 紧 么 地 退 随 着 米尔 时 。 透 过 窗户 ， 可 以 看 到 凋零 的 梧桐 树 ， 梧 


条 针 的 上 面 是 广阔 的 冬季 的 蓝天 。 虽 然 是 个 晴天， 但 是 外 面 看 上 去 还 是 
很 冷 。 

我 是 高 中 二 年 级 的 学 生 ， 米 尔 嘉 和 我 同一 个 年 级 。 我 们 有 时 会 让 数学 老 
师 村 木 给 我 们 出 题 。 村 本 老师 很 奇怪 ， 但 他 却 很 喜欢 我 们 。 
米尔 又 擅长 数学 ， 我 的 数学 虽然 不 算 兰 ， 但 是 比 不 上 米尔 如 。 当 我 在 图 
书 室 里 沉浸 在 数学 公式 的 展开 时 ， 米 尔 亮 有 时 候 也 会 来 ， 拿 起 自动 铅 
笔 ， 自 说 自 话 地 在 我 的 笔记 本 上 边 写 边 开 始 给 我 讲课 。 虽 然 听 她 讲课 的 
时 间 也 不 是 不 快乐 .…… 

我 喜欢 听 米 尔 嘉 热情 地 说 话 ， 也 喜欢 远 远 地 观 望 米尔 嘉 闭 着 眼睛 思考 的 
样子 ， 她 那 金边 眼镜 和 她 很 相配 ， 脸 的 轮廓 线条 很 清晰 .…..….. 

不 ， 与 其 想 这 些 还 不 如 先 做 题 。 她 已 经 在 我 对 面 开始 思考 了 ， 她 刚才 说 
己 经 算 到 推导 公式 了 是 吗 ? 我 都 不 记得 了 。 米 尔 嘉 一 定 很 快 就 能 算出 来 
吧 。 


我 来 整理 一 下 要 解 的 题目 吧 。 


有 0+10+1+20+1+2+3,... 这 样 的 式 子 ， 给 它们 加 上 括号 进行 加 


个 


法 组 合计 算 。 题 目 上 写 着 :; 如 果 有 1 个 加 号 的 话 ， 只 有 1 种 加 法 组 合 ; 
如 果 有 2 个 加 号 的 话 ， 有 2 种 加 法 组 合 ; 如果 有 3 个 加 号 的 话 ， 就 有 5 
种 加 法 组 合 。 这 是 在 计算 有 几 种 加 括 写 的 方法 的 问题 。 我 们 要 求 的 是 0 
+1+2+3+...+n 这 个 式 子 有 几 种 深 加 括 所 的 方法 。 


n 表示 什么 昵 ? 0+1+2+3+...+n 这 个 式 子 是 从 0 开始 计算 的 ， 所 有 
加 数 的 个 数 为 n+ 1。 我 们 可 以 把 n 考虑 成 0+1+2+3+...+n 这 个 式 
子 中 “加 号 的 个 数 ”。 


添加 加 写 时 有 什么 规律 可 循 吗 ? 加 号 两 边 的 式 子 称 为 项 ， 两 边 各 有 一 
项 。 也 就 是 说 ， 诸 如 (0 +1) 或 者 (0 + (1+2)) 这 样 的 两 项 之 和 的 结构 

(以 及 其 加 法 组 合 ) 是 可 以 的 ， 但 是 诸如 (0 + 1+2) 这 样 的 三 项 之 和 的 
结构 则 不 在 考虑 范围 内 。 


我 们 驳 来 看 具体 例子 。 题 目 中 给 了 Pm 为 1 2，3 时 的 结 末 ， 那 我 们 来 看 
一 下 n 为 4 时 的 情况 。 让 我 想 想 ...... 哇 ， 想 不 到 组 合 还 真 多 啊 。 


0 二 + 1 二 2 十 3 十 4== (0 十 (1 填 (2 十 (3 十 4)))) 
二 {0 十 位 十 {2 十 3) 十 4))) 
二 (0 十 (全 十 2) 十 {3 十 44))) 
二 (0 十 ((1 十 但 十 3)) 十 4)) 
二 [0 十 人 ( 民 十 2) 十 3 引 ) 十 4)) 
二 {{0 十 1) 十 介 十 {3 十 4))) 
二 ([ 人 0 十 1) 十 (2 十 3) 十 4)) 
二 {(0 十 {十 2)) 十 (3 十 44)) 
= {((0 填 1) 填 2 十 (3 十 4)) 
二 ((0 填 { 生 十 全 十 3))) 十 4) 
二 {[0 十 [{(1 十 2) 十 3)) 十 44) 
二 {{{0 十 1) 十 人 届 十 3)) 十 44) 
一 {0 十 {1 十 2)) 十 3) 十 4) 
一 4{{{0 十 3) 十 2) 十 3 引 十 4) 


竟然 一 共有 14 种 组 合 啊 ! 也 就 古 说 “如 果 题 中 有 4 个 加 写 的 话 ， 共 有 14 
种 加 法 组 合 ”。 


在 写 这 些 式 子 的 过 程 中 ， 我 也 逐渐 找到 了 规律 。 能 找 出 规律 束 意 味 看 离 


求 出 推导 公式 不 远 了 。 

接 下 来 ， 我 们 将 基体 的 例子 进行 一 般 化 狂 变 。 在 刚才 的 题目 中 ， 有 个 
加 号 时 ， 有 G; 种 添加 括号 的 方式 。 刚 才 计 算 的 是 加 号 有 4 个 的 情况 ， 
也 就 是 说 C4 = 14。 到 现在 为 止 ， 我们 知道 C; = 1 C, = 2, C3 = 5, C4 = 
14。 啊 ， 对 了 ， 我 们 还 可 以 算 上 加 号 为 0 个 时 的 情况 ， 即 Co=1。 我 们 
可 以 用 表格 表示 。 





Cs 一 定 会 变 得 还 要 大 吧 。 那 么 接 下 来 一 步 束 是 “ 求 出 天 于 Cn 的 推导 公 
式 ”， 这 才 赴 真正 要 思考 的 问题 。 最 终 目 标 为 “将 Cn 用 含有 n 的 有 限 项 
代数 式 来 表示 ”。 


那么 ， 这 就 来 求 推导 公式 吧 。 我 正 准备 计算 时 ， 有 一 个 女孩 从 图 书 室 门 
口 快 步 走 了 进来 。 


征 攻 床 拉 。 


7.1.2 ”条 打 拉 


“ 啊 ! 学 长 您 在 啊 。” 泰 示 拉 走 到 了 我 的 里 边 ， 很 案 张 地 问 我 ,，“ 学 长 您 
己 经 开始 学 习 了 吗 ? 我 是 不 是 来 晚 了 ? ” 

泰 条 拉 是 蜗 中 一 年 级 的 学生 ， 是 我 的 学 妹 。 她 像 小 松 妃 小 狗 小 狂 那 杆 跟 
我 很 亲近 ， 有 时候 会 来 问 我 数学 题 。 她 问 的 不 只 是 她 不 明日 的 数学 是， 
有 时 候 还 会 辐 我 倾诉 一 些 她 内 心 的 烦 忆 。 

“ 虽 ， 你 急 吗 ? ”我 问 。 

“不 妃 不 轧 ， 没 天 系 ， 您 低 和 您 已 。 我 问题 很 少 。” 花 条 拉 边 阴 我 押 于 边 往 
后 退 了 几 步 说 ,，“ 打 扰 和 您 了 真 不 好 意思 ， 那 我 还 是 等 您 回去 的 时 候 再 问 
您 吧 ..…. 今 天 放学 之 前 您 都 在 图 书 军 吧 ? ” 


“是 啊 。 我 想 我 会 计算 到 管理 员 众 我 回 家 。 一 起 回 家 吗 ? ”我 问 。 


我 朝 窗 边 上 及 了 了 一眼， 米尔 对 闹 坐 在 果 边 ， 好 像 一 卫 在 旧 看 纸 看 。 因 为 她 
育 对 看 我 ， 我 看 个 到 她 的 表情 如 何 。 她 一 动不动 地 坐 看 。 

“好 的 ， 一 定 一 定 。 那 么 我 先 走 了 。” 泰 朱 拉 脚跟 靠 扰 ， 朝 我 小 心 骂 中 地 
合 了 个 礼 ， 然 后 同 石 转 ， 她 的 动作 很 众 张 ， 融 这 样 径直 走出 了 图 书 室 ， 
她 在 走出 图 书 宇 的 那 一 刻 瑚 米尔 矣 的 方 回 盯 了 了 一眼 。 


7.1.3 ”推导 公式 
好 了 ， 还 是 回 到 计算 有 几 种 添加 括号 的 方式 的 推导 公式 上 来 吧 。 


从 0 加 到 4， 一 共有 5 个 数字 。 在 这 5 个 数字 之 间 共 有 4 个 加 号 。 仔 细 
一 想 ， 因 为 现在 要 求 的 是 有 几 种 添加 括号 的 方式 ， 所 以 实际 上 是 哪 几 个 
数字 相 加 与 题目 没什么 关系 。 


也 就 是 说 ， 我 们 将 ((0+TDr+(2+(3+4))) 这 个 式 子 用 ((A+A)+(A+(A 
+ A))) 来 代 蔡 也 可 以 。 
要 求 出 表示 各 项 则 关系 的 推导 公式 ， 我 们 有 必要 清楚 “ 洪 加 括号 ”至 后 的 
结构 ， 并 找 出 其 背后 结构 的 规律 性 。 这 个 式 子 有 4 个 加 号 ， 我 们 把 它 整 
理 成 加 号 为 3 个 以 下 时 的 情况 看 看 。 
(和 十 入) 十 ( 辣 十 (和 十 页) 
Wargame np EIT 
有 4 个 加 号 
我 们 用 下 面 这 种 方法 来 理解 。 
(人 十 和 站) 十 (六 十 (让 十 太 )) ) 
Mm gp Ne gop 
有 1 小 加 村 有 2 个 加 导 
咕 ， 好 像 能 看 出 些 什 么 了 。 我 们 来 天 注 最 后 一 个 加 号 ， 这 里 所 说 的 “最 
后 一 个 加 亏 ?* 不 是 位 置 上 最 靠 后 的 加 号 ， 而 是 最 后 一 次 进行 加 法 运算 的 
加 号 。 以 上 式 为 例 ， 左 数 第 二 个 加 号 就 是 最 后 一 个 加 写 ， 将 这 个 加 号 的 
位 置 按照 从 左 到 右 的 顺序 挪动 的 话 ， 束 形成 了 排他 性 的 网 状 分 类 。 也 玖 
是 说 可 以 进行 分 类 。 当 加 号 有 4 个 时 ， 可 以 归 类 为 4 种 形式 。 我 们 把 最 
后 一 个 加 亏 都 用 圆 较 标 记 出 来 ， 如 下 上 所 示 。 


((A) 甸 (A+A+A+A)) 
(( 六 十 六) 中 (A 十 让 十 态 )) 
(( 站 十 让 十 让 ) 甸 (让 十 态 )) 
(十 态 十 A 十 A) 四 (A)) 


(A+A+A+A) 这 个 式 子 的 插 写 还 没有 添加 完 ， 因 为 它 包 含 了 3 项 以 上 
的 和 。 但 是 ， 这 样 的 式 子 还 可 以 整理 成 加 号 个 数 更 少 的 情况 。 咽 ， 这 样 
一 来 束 能 求 出 推导 公式 了 。 


有 4 个 加 号 时 ， 也 就 是 说 (A + A + A+A+A) 这 个 形式 ， 可 以 进行 以 下 


疏 


与 (A 模式 ) 相对 的 C(A+A+AT+A 模 式 ) 
与 (A+ 人 A 模式 ) 相对 的 (A+A+A 模式 ) 
与 (A+A+A 模 式 ) 相对 的 (A + 人 A 模式 ) 
与 (A+A+At+ 人 A 模式 ) 相对 的 (A 模式 ) 


oo 


冰冰 水 
汝 让 当当 


如 打假 设 有 n 个 加 号 时 ， 有 Cn 种 洪 加 括号 的 方式 的 话 ， 这 里 我 们 应 该 
能 求 出 天 于 Cn 的 推 寻 公式。 


“分 别 与 .相对 的 > 这 个 说 法 相当 于 “各 种 情况 的 乘积 *。 比 如 nm 为 4 的 
时 候 ， 我 们 用 式 子 来 表示 C4。C4 是 以 下 4 项 的 和 。 
OX OHO x Oo Oo x Or Ch x Oh 
忌 而 言 之 ，C4 可 以 号 成 以 下 形式 。 
C4 三 COC3 十 CI1C2 十 CC1 十 C3C0 
据 此 可 以 写 出 一 般 形 式 。 
Cntl = COCn-0 十 CiCn-1 十 -十 CRCn 十 十 Cn-0Cn0 


这 真是 个 漂亮 的 式 子 啊 ! 然后 再 用 2 来 表示 ， 就 更 容易 看 清 这 个 式 子 
的 结构 了 。 


CL0 一] 
于 
Cals Coss Wi 
= 必 


由 此 我 们 便 可 得 出 表示 各 项 则 大 系 的 推 姓 公式。 
趁 热 打 铁 ， 这 了 束 来 代入 验算 一 下 。 
Cn= 1 
0 
C1 一 , CECok 一 COC0 一] 


太一 用 


| 
C2 = y CC 一 COC1 十 CIC0 一 十 二 < 
上 二 人 
9 
C3 一 ， CC 一 CoCo 十 CC 二 CoC0 一 2 十 1 十 2 一 = 
尺 二 必 
， 
Cd 一 ， Cr 一 CnC3 二 CCL3 二 Co] 十 CC3C0 一 D 十 z 十 二 十 D 一 ] 1 
皮 一 机 


1, 1, 2, 5, 14， 这 几 个 数字 都 和 例题 中 计算 的 个 数 吻合 。 


米尔 天 还 襄 推 导 公 却 很 快 融 能 做 出 来 呢 ! 做 到 这 步 真 是 化 了 我 不 少时 

间 。 

“放学 时 间 到 了 。? 图 书 管 理 员 瑞 谷 老师 来 众 我 了 了 。 瑞 谷 老 师 一 二 罕 看 双 
吴 袜 ， 戴 看 一 副 看 上 去 像 太 阳 锁 那样 的 深 色 镜 卢 的 眼 饥 。 平 时 她 竺 在 入 
书 室 里 屋 的 管理 员 办 公 室 ， 一 到 放学 时 间 ， 她 束 会 悄然 无 声 地 走 到 图 书 
室 中 央 ， 然 后 众 大 家 回 家 。 瑞 谷 老师 束 像 个 准时 的 疝 钟 。 

啊 。 这 么 说 来 ， 米 尔 史 去 哪里 了 ? 

我 环 和 视 了 一 周 ， 钞 尔 天 已 经 不 在 图 书 室 了。 


Cn 的 推导 公式 


7.2 ”在 回 家 路 上 谈 一 般 化 


“对 了 ， 学 长 ,一般 化 :是 指 什么 啊 ? ”藤林 拉 声 音 啊 完 地 问 我 。 她 的 那 
双 大 了 眼睛 同 往 沼 一 样 烟 烟 有 和 神 。 


我 和 泰 朱 拉 并 排 看 一 起 走 癌 电车 车 站 。 放 学 后 我 虽然 找 过 米尔 矣 ， 但 没 
能 找到 她 ， 她 的 包 也 不 在 图 书 宇 了 ， 信 计 她 先 回 家 了 吧 。 我 忌 有 种 很 可 
怪 的 感觉 ， 她 是 不 是 已 经 解 出 村 木 老师 出 的 题目 了 呢 。 如 末 她 要 回去 的 
话 也 可 以 跟 我 打 声 招呼 的 啉 。 


天 色 渐 渐 铭 暗 下 来 ， 街 上 的 路 灯 还 没有 膨 。 我 们 穿 过 夺 民 区 那 条 复杂 的 
小 路 ， 这 是 从 等 校 到 电车 车 站 最 近 的 一 条 路 。 泰 示 拉 平时 走路 行 色 甸 
匆 ， 可 唯 独 在 回 家 的 路 上 她 走路 的 速度 个 可 思议 的 慢 。 我 只 能 和 看 她 的 


脚步 走 。 


“我 来 举 个 例子 吧 。 束 拿 数学 公 却 来 说 ， 假 如 数学 公 却 中 包含 2、3 等 具 
体 的 数 子 ， 那 么 将 这 个 式 于 变 成 天 于 任意 整数 n 部 成 立 的 数学 公式 就 丰 
很 典型 的 一 般 化 '"。” 我 说 。 

“关于 任 音 整 数 n 部 成 立 的 数学 公式 .…... 古 这 样 吗 ? ”她 问 。 

我 说 :“ 是 的 ， 是 这 样 。 庆 于 2 啊 3 啊 之 类 的 其 体 数 字 的 式 子 不 叫 公 
式 。 因 为 整数 是 无 限 多 的 ， 不 可 能 将 天 于 2, 3, 4, … 的 公式 一 一 举 出 。 
啊 ， 不 对 ， 如 条 要 举 几 个 例子 是 没有 问题 的 ， 但 是 要 把 所 有 的 例子 都 一 
一 举 出 融 不 可 能 了 。 因 此 ， 我 们 要 构造 含有 变量 mn 的 公 坪 来 代 瞪 一 一 学 
例 。 而 且 要 保证 无 论 将 什么 整数 代入 变量 nm， 这 个 公 却 都 成 这。 这 融 
是 ‘关于 任意 整数 邦 成 并 的 数学 公式 '"， 也 可 以 说 是 ‘天 于 所 有 整数 避 成 并 
He 

“变量 n......” 她 五 有 所 思 。 


“进行 一 般 化 时 ， 会 经 党 出 现 狐 的 变量 。” 我 说 。 


这 时 ， 泰 永 拉 打 了 个 很 大 的 喷 吓 。 


“你 次 四 ? 原来 你 没 戴 围巾 啊 ! ?我 问 。 
“ 咽 。 因 为 今天 早上 出 门 时 太 为 忙 了 ..……...” 她 担 了 握 蜡 泼 。 


“那么 ， 我 把 我 的 围巾 信 给 你 吧 。 如 末 你 不 介意 ， 请 戴 我 的 吧 。? 我 把 目 
己 的 围巾 化 给 她 。 


“ 呵 ， 大 感谢 你 了 。 一 一 哇 ， 好 上 暖和 啊 ! 但 是 这 样 一 来 ， 学 长 您 融 





， 
“我 没关系 ， 没 关系 。” 

“不 好 意思 。 可 惜 我 不 能 把 围巾 分 两 半 给 您 。” 

“..…… 你 的 想法 真是 大 胆 啊 。” 

“ 啊 ? 哎呀 ， 不 是 的 ， 不 是 的 ， 我 不 是 这 个 意思 。* 她 紧张 地 上 下 摆动 着 


手 。 我 镍 关 。 
“ 哦 ， 对 了 ， 刚 才 说 到 ‘天 于 任意 整数 部 成 立 的 数学 公式 ，"， 您 册 详 细 说 说 
吧 ......” 秦 未 拉 义 回 到 了 原来 的 话题 。 


“好 吧 好 吧 。 不 能 边 走边 写 ， 所 以 解释 起 来 比较 困难 。 如 果 你 有 了 时间 的 

话 ， 我 们 到 名 叫 ‘ 豆 子 ” 的 呈 啡 店 去 说 吧 。” 我 边 请 她 诞 。 

“我 有 时 则 ， 我 有 时 间 的 。” 秦 示 拉 突然 加 快 了 脚步 ， 开 始 跟 上 我 的 步 

伐 。 脾 子 上 围 看 一 层 一 层 围 巾 的 攻打 拉 真 是 可 爱 啊 。 

ee ” 夺 打 拉 转 过 涉 众 我 ， 她 说 话 时 呵 出 的 都 是 晶 气 ， 天 
伶 啊 。 





7.3 ”在 咖啡 店 痰 二 项 式 定理 


Oh TT RR EE EE 
式 展 开 。 


a A 
[ 工 十 y)* 二 TT- 十 271 十 yy 
“是 的 。 咽 ..…... 这 是 关于 x 和 y 的 恒等式 。>” 


er ed xX +y 平 方 后 所 变 成 的 形式 。 以 下 为 x+y 的 三 次 方 
a 


( 工 十 yy = 372711 十 3711 一 用 


虽然 算 到 这 里 就 可 以 了 ， 但 我 们 还 是 试 着 将 这 个 指数 进行 一 般 化 看 看 。 
也 就 是 说 ， 不 是 光 算 平方 、 三 次 方 之 类 的 数学 公式 ， 而 是 计算 “n 次 方 的 
数学 公式 ”， 也 束 是 求 x+y 的 展开 式 。 


问题 7-2 
设 n 为 正 整 数 ， 将 以 下 式 子 展开 。 
(I 十 yy) 


自 完 ， 在 进行 一 般 化 之 前 ， 先 整理 一 下 目 己 所 季 握 的 其 体 知识 吧 。 我 们 
先 列 出 一 些 具 体例 子 ， 观 内 一 下 其 结束 。 这 么 做 还 可 以 确认 目 己 是 人 否 其 
下 理解 了 匮 目 的 意 忠 。“ 举 例 是 理解 的 试金石 ” 啉 。 将 n 为 1,2,3,4 的 情 
况 分 别 代 入 (x+y)" 进行 计算 得 到 下 面 的 式 子 。 


【1T 十 也 “一 工 十 1 


下 "h 站 i Dh 
(IT 十 y= 二 工 十 27y 十 六 
1 , 叶 , 二 面 由 5 
[ 十 yy 一 ry + 37T 9 十 37TY ”十 pp” 
站 二 
y +dry + 


由 


Ce 


[十 ys 一 z+ 47”11 十 DZT 


然后 ， 进 入 到 一 般 化 的 步 又。 现在 我 们 要 求 的 是 以 下 式 子 。 


[ 工 “i y)" === To" .| ee yy 


我 们 知道 x? 和 yn 这 两 项 一 定 会 出 现 。 接 看 只 要 在 x" 与 yn 之 则 省 略 号 
的 地 方 填 上 恰当 的 项 就 可 以 了 。 


“我 再 不 出 来 ， 不 好 音 思 啊 。” 徐 未 拉 讽 。 


呵 ? 不 是 ， 不 是 徘 背 的 哦 。 不 是 让 你 回想 痛 过 的 公式 ， 而 是 让 你 思考 ，。 
思考 起 么 推 寻 出 公式 。 


我 们 来 这 样 思 考 。 
(z 十 内- = (z+ 
(z 十 从 = (z 十 切 (z 十 习 
(z 十 外 = (+s+WE+W 
(zT 外 =(z 十 如 (z 十 切 (zz 十 切 (z 十 切 


(2 十 9) 一 (十 贡 ( 人 十 功 伙 十 葬 (人 2 十 幼 
和 个 


“这 个 我 可 以 理解 。(x + y)" 吏 是 将 (x+y) 连续 相 乘 站 次 后 所 得 的 式 
子 。” 泰 示 拉 说 。 


是 的 。 力 外 顺便 说 一 名 ， 将 n 个 K+ 尹 相 乘 的 时 候 ， 因 为 是 一 个 个 (x + 
y) 的 云 子 ， 问 题 也 融 变 为 选择 x 或 了 中 的 菏 一 个 分 别 进 行 乘法 计算 了 。 
比如 说 ， 运 算 三 次 方 的 时 候 ， 分 别 从 三 个 并 排 的 (x +y) 之 中 选择 x 或 y 
中 的 条 一 个 进行 乘法 计算 。 为 了 元 虑 a 到 所 有 可 能 的 选择 方式 ， 我 们 将 选 
中 的 x 和 >y 用 圆圈 圈 出 来 。 


(D+WD+FYIND+Y) = IIr= rr 

(D+WDBD+WI+@) 一 rry= ry 
(B+NDNr+DD+Y oo ryr=ry 
[二 + ylI 二 + 的 IT 十 护 )】 一 TY 一 ry 
(z 十 国 H 国 十 织 国 + 让 二 Wr= 了 Ty 
(z 十 国 )( 国 十 切 人 zz 十 国 ) oo yry = ry 
(r+ WTI+OD)B+Y 一 rr 一 了 0 
(zz 十 国 )(z 十 国 )(z+ 国 ) oo Wr= 


这 样 融 多 列 出 了 所 有 乘法 组 合 的 可 能 性 。 把 这 些 项 都 加 起 来 。 


TIT + TITY + TYT + TYY + YTT + YTY + YYT + YYyY 
4 2 2 2 2 2 2 也 
一 十 了 8 十 工 3 十 II 十 了 8 十 TY +ry 十 


即 
7 十 3727 十 3 六 十 天 

这 就 是 所 要 求 的 式 子 。(x + DCX+J)C+D 妨 这 个 “ 先 相 加 再 相 乘 ”的 式 子 变 

成 了 灾 二 372+3z 凤 十 久 这 个 < 先 相 乘 再 相 加 ”的 式 子 。 这 就 是 公式 的 展 

下 。 反 过 来 将 " 先 相 淋 再 相 加 "的 式 了 变 成 " 先 相 加 再 相 习 "的 式 了 就 是 因 

式 分 解 了 。 


“加 ， 我 明白 了 。xxx, Xxy, xyx .… ,yyy 这 儿 项 在 排列 上 好 像 也 有 一 定 的 规 
律 啊 。” 她 说 。 


喝 ， 确 实 是 ， 泰 采 拉 真是 一 针 见 血 啊 。 
她 害羞 地 嘿嘿 笑 着 ， 吐 了 吐 舌 头 。 


那么 ， 我 们 再 往 下 计算 吧 。 从 nn 个 (x+y) 中 选择 x 或 者 y 中 的 一 个 。 如 
玉 “ 全 部 选择 x 进行 相 滋 的话， 有 儿 种 组 合 的 可 能 性 呢 ? 


“ 咽 ， 因 为 全 部 选择 x， 所 以 只 有 一 种 组 合 的 可 能 性 吧 。” 她 容 万 。 


旦 啊 。 如 用 “选择 mn -1 个 x， 一个》 进行 相 乘 ”的话 ， 会 有 儿 种 组 合 的 可 
能 性 呢 ? 


“ 喝 ， 我 们 可 以 从 最 右边 的 一 个 式 子 中 选择 y， 剩 下 的 其 他 式 子 都 选择 
x; 我 们 也 可 以 从 右 数 第 二 个 式 子 中 选择 y， 剩 下 的 其 他 式 子 都 选择 
x.….… 以 此 类 推 都 可 以 ， 一 共有 n 种 组 合 的 可 能 性 。” 她 说 。 


对 的 ， 完 全 正确 ! 接 看 ， 我 们 进行 一 般 人 化。 如果“ 选择 n-k 个 x,，k 个 y 
进行 相 乘 的话， 会 有 几 种 组 合 的 可 能 性 呢 ? 


“让 我 想 想 哦 。 咽 ，n 是 指 m 个 (x+ 尹 相 乘 吧 , K 是 指 什么 呢 ? ”她 问 
后。 


问 得 好 ! k 是 为 了 进行 一 般 化 计算 而 引入 的 变量 ， 表 示 选 择 的 y 的 个 

数 。K 是 整数 ， 满 足 0<K<n 这 个 条 件 。 刚 才 我 瓯 问 了 当 K= 0《〈 全 部 选 
择 x 进行 相 滋 ) 时 的 情况 和 k=1 (选择 mn-1 个 x， 一 个 y 进 行 相 滋 ) 时 
的 情况 。 

“哈哈 。 那 么 这 束 是 从 nn 个 东西 中 选择 kk 个 时 所 有 情况 的 个 数 吧 。 因 为 
选择 的 顺 友 是 已 经 规定 好 的 ， 所 以 束 要 进行 组 合 ， 是 这 样 吧 ? ”她 说 。 


咖 ， 是 的 ， 束 是 组 合 。 选 择 k 个 y,，n-k 个 x 时 ， 可 以 用 以 下 式 子 来 表 
示 这 个 组 合 。 

nn (nO0n om1):..…(n om (ko 1)) 

kj (kkOko1):...(ko (ko 1)) 


这 个 数字 就 是 zz 入 的 系数 。 


“学 长 ， 我 有 问题 。” 索 打 拉 把 右手 举 得 高 高 的 ，“() 是 什么 呀 ? 组合 是 
指 ,Ck 吧 。 如 果 是 这 样 的 话 ， 我 是 明白 的 。” 


呵 ，(x) 和 ,Ck 完全 一 样 。 我 经 常 看 到 数学 书 中 把 组 合 写成 tt) 的 形式 。 
对 了 ， 矩 阵 和 矢量 也 用 和 lx) 相似 的 形式 来 表示 ， 虽 然 它 们 和 组 合 之 无 
“ 咽 ， 我 明白 了 。 我 还 有 一 个 问题 ， 我 记得 组 合 的 公式 是 


好 | 


i 全 和 rgRR 
2 klin Co 大)| 


这 个 式 子 和 学 长 所 写 的 式 子 有 所 出 入 啊 。” 


和 没有， 将 On -各 ! 的 部 分 进行 约 分 后 你 就 会 肥 现 ， 其 实 这 两 个 式 子 是 一 
样 的 。 比 如 你 考 夸 一 下 从 5 个 东西 中 选 出 3 个 时 的 组 合 迟 况 .……… 
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你 看 ， 是 一 样 的 吧 。 
在 表示 组 合 时 使 用 下 降 阶 乘 究 的 话 ， 式 子 会 变 得 更 简单 。 下 降 阶 乘 贤 是 
指 将 含有 x2 的 式 子 改写 成 沿 痢 n 阶 阶梯 逐步 下 降 的 乘积 形式 ， 也 就 是 
可 以 变 成 这 样 的 形式 。 

T 一 (Z 一 Di(z 一 1 一 2 一 位 一直) 

Senet 
如 个 因 式 . 

可 以 将 普通 的 阶乘 n! 写成 下 面 这 样 的 下 降 阶 乘 需 形式 。 


nl 一 ne 


运用 了 下 降 阶乘 野 后 ，(6j 就 可 以 写 得 更 漂亮 些 了 。 


为 v 个 二 


ny ne 
让 Lk 


从 nn 个 东西 中 选 出 k 个 时 组 合 的 个 数 


: :i 
nCk = 天 


好 | 
kin — kk)! 


In—0(n om1):..…nom {ko 1)) 


(不 TT DIk 四 1 人 [天 人 [天 四 | 1 
ne 
A 
“ 照 ......” 索 未 拉 好 像 不 太 明 日 。 


啊 ， 对 不 起 。 我 岔 开 话题 了 ， 言 归 正 传 。 我 们 刚才 快 求 到 (x + y)" 的 展 
和 
能 会 有 点 元 长 。 


(zz 十 功 三 ( 选 0 个 切 
十 ( 选 1 个 切 
Po 
十 ( 选 关 个 切 
9 
十 ( 选 n% 个 雪 


我 们 关注 一 下 各 项 中 变形 的 部 分 ， 如 采用 2 来 表示 ， 就 可 以 得 到 以 下 
式 于 ， 这 个 式 了 于 称 为 二 项 式 定 理 。 


解答 7-2 (x +y)" 的 展开 式 〈( 二 项 式 定 理 ) 
e+ 内 -了 的 站 


最 初 我 看 到 这 个 展开 式 ， 怎 么 都 背 不 下 来 。 但 是 ， 当 我 杀手 把 这 个 公式 
推导 出 来 后 ， 我 发 现 要 背 出 这 个 公式 也 并 不 困难 。 如 果 平 时 练习 上 自己 推 
导 公 式 的 话 ， 在 不 知 不 觉 中 就 会 记 住 这 些 人 公式， 一旦 有 紧急 情况 ， 就 没 
有 推导 的 必要 ， 可 以 直接 写 出 公式 了 。 我 党 得 这 种 说 法 虽然 是 一 种 反 
论 ， 但 还 是 非常 有 意思 的 。 


“学 长 ,….. 有 并 这 个 符号 后 ， 我 突然 觉得 变 难 了 。” 


如 果 你 觉得 这 么 写 让 你 感到 不 安 ， 可 以 将 用 2 来 表示 的 项 一 一 列举 出 
来 。 这 个 方法 很 重要 ， 一 直 写 到 上 自己 习惯 为 止 。 


“上 中， 话 虽 如 此 ，' 组 合 ’ 苋 然 是 在 这 种 情况 下 出 现 的 啊 。 在 学 习 概 从 的 时 
候 ， 选 择 日 球 和 红 球 的 组 合 问题 ， 我 记得 我 算 了 很 多 乘法 运算 呢 ， 好 像 
是 进行 了 约 分 的 练习 。 但 是 ， 像 这 样 进行 公式 展开 ， 然 后 生 出 组 合 数 的 
方法 我 还 从 不 知道 。” 花 条 拉 说 。 

好 了 ， 接 下 来 就 是 验算 了 。 我 们 先 思 考 具 体例 子 ， 然 后 进行 了 一 般 化 计 
算 。 一 般 化 后 一 定 需 要 验算 。 如 果 不 验 算 的 话 不 可 以 哦 。 这 里 我 们 就 用 
n= 1, 2, 3, 4 代入 验算 吧 。 
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泰 东 拉 拒 数 子 代入 式 了 于 一 一 确认 后 频频 点 头 ， 说 :“ 我 看 到 公式 中 出 现 
了 那么 多 字母 ， 一 开始 想 " 哇 ， 这 么 麻烦 啊 ,， 但 一 想到 这 就 是 一 般 化 后 
的 结果 ， 不 知 违 管 么 的 束 沉 得 还 能 接受 。 增 加 那么 多 字母 也 是 没有 办 法 
的 。 ?? 


咏 ， 比 起 准备 无 数 个 具体 的 公式 ， 我 们 只 要 准备 一 个 引入 n 这 个 变量 的 
公式 束 好 了 。 这 束 是 一 般 化 的 公式 。 各 项 也 引入 了 这 个 变量 来 表示 一 
般 化 的 公式 。 


“是 啊 ， 但 是 ......n-k 啦 上 啦 这 样 的 变量 乱七八糟 的 ， 背 起 来 好 像 很 困 
难 。” 她 说 。 


不 要 把 n-k 和 kk 分 开 来 考虑 ， 而 是 要 把 它们 想 成 是 “它们 的 和 为 n”。 然 
后 ， 这 个 和 的 平衡 点 由 0 到 进行 变化 。 开 始 的 时 候 x 的 指数 为 nm， 指 
数 最 大 ， 这 时 y 的 指数 为 0， 指数 最 小 。x 的 指数 每 次 减少 1，y 的 指数 
束 每 次 增加 1。 到 最 后 ，x 的 指数 变 为 了 了 0， 指数 最 小 ，y 的 指数 变 为 了 
n， 指 数 最 大 。 我 是 这 样 考 虑 的 。k 束 是 现在 平衡 点 的 位 置 。 


大 一 5 rT|Iyy yyy 
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“哈哈 ， 这 个 平衡 点 就 这 样 从 x 开始 一 点 一 点 地 朝 y 的 方向 移动 吧 ? ”她 
问 。 


下 是 如 此 。 指 数 全 部 加 起 来 为 n 次 方 ， 然 后 分 列 分 挫 到 x 和 >y 的 指数 
上 ， 束 像 把 围巾 分 成 两 半 。 


“学 .….. 学 长 ! 我 们 回 到 原来 的 话题 吧 。” 索 打 拉 提醒 道 。 


7.4 在 目 己 家 里 解 生 成 昂 数 


深夜 。 家 人 都 已 经 入 睡 ， 家 中 很 安静 。 我 一 个 人 在 目 己 房间 里 ， 雷 无 顾 
尽 地 思考 问题 。 


C, 的 推导 公式 已 经 求 出 ， 如 下 所 示 。 
站 | 是 本 


天 
Cant = Y CC (n> 
= 


我 准备 接 痢 思考 万 一 个 问题 ， 关 于 如 何 解 生成 函数 的 问题 。 


米尔 娠 曾经 和 我 一 起 求 过 斐 溉 那 侦 数列 。 那 时 ， 米 尔 天 把 数列 和 生成 函 
数 对 应 起 来 进行 了 计算 。 我 们 在 两 个 王国 一 一 “数列 的 王国 * 和 “生成 函 
数 的 王国 ”漫步 穿梭 。 

我 打开 笔记 本 ， 一 边 回 忆 一 边 开 始 与 。 


当 我 们 得 到 数列 (a0; 04,92,… on 这 个 条 件 时 ， 我 们 将 数列 的 各 项 变 
为 函数 的 系数 ， 得 到 了 mm +eaz+Tez 十 十 dm7 十 … 这 个 形式 ， 我 们 
考 卡 的 束 是 这 种 形式 的 蚌 级 数 。 这 束 叫 作 生 成 函数 。 然 后 ， 我 们 考虑 了 
以 下 的 对 应 关系 。 
数列 人 生成 函数 

《ao 01, 02， an ) + 00 二 aiz 十 aaz” mB 十 CnZ | 
如 果 这 样 考虑 对 应 关系 的 话 ， 就 可 以 只 用 一 个 生成 函数 来 表示 无 限 持续 
下 去 的 数列 。 接 看 ， 如 果 将 生成 函数 表示 为 有 限 项 的 式 子 ， 束 可 以 得 到 
数列 的 通 项 有 限 项 公 陈 。 
米尔 矣 和 我 运用 生成 函数 求 得 了 右 波 那 契 数列 的 通 项 公式 。 我 们 亲手 将 
文 离 破 伴 的 数列 用 生成 函数 这 条 线 串 了 起 来 。 


我 现在 想 用 上 炊 的 解法 来 试看 解 这 壹 题 。 


求 C, 的 有 限 项 代数 式 的 “旅行 地 图 ” 
数列 Cn 一 一 一 生成 函数 C(z) 


数列 Cn 的 有 限 项 代数 式 4 一 一 生成 国 数 C(z) 的 有 限 项 代数 式 
对 于 有 nn 个 加 号 的 式 于 ， 假 设 为 其 深 加 括号 的 万 式 有 Cn 种， 下面 我 们 
来 考虑 数列 (Co; Ci, Ca ,Cn ) 。 
然后 ， 将 这 个 数列 的 生成 函数 用 C(x) 来 表示 。 为 了 不 让 数列 变 得 泥 
乱 ， 我 们 引入 x 这 个 变量 ，x" 的 指数 nn 与 C 的 下 标 n 相对 应 ， 这 桩 
C(x) 束 可 以 用 以 下 形式 来 表示 。 

COC{rT) = O00 + Or Cr 二- + 十- 
以 上 束 是 生成 函数 的 定义 。 到 此 为 止 ， 我 目 己 还 没有 动 过 脑子 。 古 啊 ， 
在 生成 函数 的 王国 徘徊 还 是 比较 简单 的 。 
真正 要 动脑 子 的 是 接 下 来 的 部 分 。 


现在 我 手中 的 武 右 束 只 有 Gn 的 推导 公式 。 下 一 步 陨 是 运用 推导 公元 求 

出 C(x) 的 有 限 项 代数 式 。 那 么 ， 我 来 求 一 下 C(x) 的 “天 于 x 的 有 限 项 代 
数 式 * 吧 。 这 个 式 子 中 应 该 不 会 出 现 n。 

但 是 这 次 的 推导 公 却 并 不 像 雪 波 那 旭 数 列 的 推导 公 却 那样 简单 。 在 求 交 
波 那 契 数 列 的 推导 公 云 时， 我 们 把 生成 函数 乘 以 xx 后， 为 了 使 上 下 陈 子 
x 的 ee pe a 挪 一 格 ， 然 后 只 要 进行 加 减 运 

站 束 能 忆 En 作 。 


但 是 ， 这 次 的 推导 公式 Cn+1 = k=0CkCn-k 真是 不 好 对 付 。CkCn-k 这 个 
乘积 形式 前 再 加 上 2,， 就 古 复 淋 的 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形式 了 。 


路 ? 


乞 相 乘 后 祖 加 .……. 是 这 样 说 的 吗 ? 


还 是 说 Gh 和 cm 的 “下 标 和 为 mw* 呢 ? 
呵呵 ， 我 想起 了 自己 对 秦 打 拉 说 的 台词 。 


“不 要 把 n-k 和 kk 分 开 来 考虑 ， 而 是 要 把 它们 想 成 是 “它们 的 和 为 
nm。 然后 ， 这 个 和 的 平衡 点 由 0 到 n 进行 变化 。” 


在 这 次 的 推导 公式 中 出 现 的 并 所 poCrcn 和 上 次 我 对 泰 茶 拉 所 说 的 情况 
很 相似 。GC 和 Cn 的 下 标 和 为 n"， 然 后 k 从 0 开始 变化 到 mn， 使 这 个 和 
的 平衡 点 发 生变 化 。 

我 想起 现在 手 上 的 推导 公式 Cn+l = 二 0CkCn- 主要 表示 这 样 的 意思 : 
如 果 能 够 形成 k=o CkCn-# 这 样 的 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形式 ， 那 么 这 个 式 
子 残 可 以 被 Cn+l 这 个 徐 单 形式 的 项 所 代 符 。 

什么 情况 下 才能 够 形成 * 先 相 乘 后 相 加 ”这 个 形式 呢 ? 


站 (x+y)(x+y)(x+y) 这 个 “ 先 相 加 再 相 习 ”的 形式 可 以 变 成 x++ 

3x*y + 3xy* + 六 这 个 “ 先 相 习 后 相 加 ”的 形式 ， 也 就 是 公式 的 展 

| 
wp “ 先 相 加 后 相 乘 ”的 形式 展开 后 可 以 变 成 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形 
Fe 
好 ， 题 目的 关键 瓯 是 要 形成 乘积 的 形式 。 我 来 试看 推导 一 下 生成 图 数 的 
乘积 形式 吧 。 目 己 杀 目 动 手 计 算 ， 一 定 能 够 发 现 什么 。 


因为 生成 函数 只 是 C(x)， 所 以 将 它 平方 后 ， 可 能 会 出 现 什么 吧 。 生 成 隙 
数 是 这 样 的 。 


Be re 
将 生成 函数 平方 后 得 到 这 样 的 形式 。 
C(r) = (CoCo) + (CoC1 + CICojz + (CoC2 + CC + C2Co)r’ + 


向 数 项 为 C0C0， X 的 系数 为 C0C1 十 C1C0， X“ 的 系数 为 CoC» 十 C1C1 J. 
Cy 





那么 ， 进 行 一 般 化 的 话 一 一 我 脑海 中 浮现 出 了 和 泰 永 拉 那 双 大 眼睛 
把 C(x)* 中 x? 的 系数 写 出 来 吧 。 


写 啊 ， 写 啊 ， 写 啊 ， 只 听 得 到 自动 铅笔 在 纸 上 的 刷 刷 声 。 
呵 ， 做 出 来 了 ! 这 就 是 x" 的 系数 。 

CO0Cn | Ci ”TT Ck (re TT Cn—10] Cn 
我 们 来 关注 一 下 下 标 。 随 着 CkCn-k 这 个 数字 中 左 侧 的 下 标 k 逐渐 变 
大 ， 右 侧 的 下 标 n -k 束 逐渐 变 小 。k 在 0 到 n 的 范围 内 变化 。 
如 果 再 逐 项 写 出 来 的 话 ， 反 而 让 人 觉得 难以 理解 。 我 们 就 用 来 表 
不。 写成 一 般 化 的 式 子 的 话 ，xX? 的 系数 为 

>》 Ck Cm 一 皮 


上 一 人 


2 


因为 这 是 式 子 C(x)* 中 “x" 的 系数 ”"， 所 以 式 子 C(x)* 本 刁 融 变 成 了 二 重 
和 的 形式 ， 是 这 么 写 的 。 


C(x) = 3 (> cc : 


nt 二 0 “k=0 
z" 的 系数 
做 出 来 了 ! 
做 出 来 了 ! 


我 终于 做 出 了 二 =o = CrCn-k 这 个 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形式 。 因 为 我 求 得 
了 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形式 ， 余 下 部 分 如 来 利用 推导 公式 ， 束 应 该 能 把 公 
式 变 简单 。 推 性 公式 为 


>》 Ck Cm 一 大 


k= 人 0 


这 个 推导 公式 能 够 被 Cn+1 这 个 简单 的 项 所 苦 换 。 


也 驶 征 说 ， 将 生成 函数 C(x) 平方 后 ， 式 子 能 够 变 得 非常 简单 。 下 面 
就 将 k=0 二 CkCn-k 用 Cn+l 来 蔡 换 。 


Cr = (> cc Tn 


二 习 k=0 


二 ,请 
》 CH 


n=0 
奥 ， 二 和 童 和 变 成 了 一 重 和 的 形式 了 ! 
等 一 下 ，Cn+1 的 下 标 和 x? 的 指数 正好 相差 1。 
噢 ， 对 了 ， 要 去 除 这 个 俩 兰 ， 我 可 以 利用 解 达 波 那 句 数列 时 的 方法 来 解 
决 ， 只 要 将 相差 1 的 部 分 乘 以 x 束 可 以 了 。 两 边 同 时 乘 以 x。 


二 二 | 
F | yh 
TCT) = 7: 》 人 


开 一 机 


将 等 式 右边 的 x 放 入 半 的 式 子 中 。 


它 间 
下 1 一 一 一 
T- CIT) 一 》 OC nr! 


n= 
为 了 让 下 标 变 成 与 指数 相同 的 形式 ， 将 n=0 的 部 分 看 作 n+1=1。 
| , BE ti 
n+l1=1 


然后 将 所 有 n+ 1 的 式 子 用 来 蔡 换 。 
二 3 Cn 
n=1 


好 了 ， 这 下 等 式 右 边 的 n=1 Cnx” 几乎 和 生成 函数 C(x) 相等 了 ， 只 剩 下 
把 Co 这 部 分 减 去 束 好 了 。 


TF ,12 四 证 .1 了 
贡 了 (1 划 |) 全 》 Cnr CO— Cn 


n=0 
这 样 一 来 ，n 就 消除 了 。 
T- CT = Cr On 
把 Co=1 代 入 上 式 并 整理 。 
TT- Cr Cr)+1=0 


因此 ， 我 们 得 到 了 天 于 C(x) 的 三 次 方程 式 。 假 设 x 不 等 于 0， 我 们 束 可 
以 求 得 方程 的 解 。 

1+ vi—4r 

ee 


[人 


C{T) 一 


虽 ， 完 成 得 很 顺利 。 


根据 生成 函数 的 “ 先 相 乘 后 相 加 ”这 个 特点 ， 我 们 推导 出 了 有 限 项 代数 
式 。 真 没 想到 生成 函数 的 乘积 有 这 么 大 的 作用 啊 ! 


我 并 不 知道 为 什么 生成 函数 C(x) 会 有 市 正人 负 写 的 两 个 解 ， 原 本 v1 一 4 
的 部 分 该 如 何 我 也 不 知道 ， 我 先 得 这 个 题 真 是 越 来 越 深 奥 了 ，。 


不 管 怎 么 样 ，Pm 被 抵消 掉 了 。 
我 终于 求 出 了 生成 函数 C(x) 的 有 限 项 代数 去。 
和 镜 下 只 和 圳 把 有 限 项 代数 式 的 只 级 数 展 开 束 可 以 了 。 


7.5 ”图 书 室 


7.5.1 米尔 对 的 解 
第 二 天 放学 后 ， 在 图 书 室 ， 我 旁边 坐 着 米尔 嘉 。 


“虽然 我 一 开始 建立 了 推导 公式 ，? 米 尔 勇 快 言 快 语 地 说 起 来 , “可算 到 
一 半 时 我 改变 了 方法 。” 


“ 啊 ? 你 是 说 你 没有 解 推导 公式 吗 ? ”我 问 道 。 
“ 咽 ， 我 不 解 推导 公式 。 因 为 我 找到 了 很 微妙 的 对 应 关系 。?” 她 答 道 。 
我 一 打开 笔记 本 ， 米 尔 又 就 立刻 开始 写 起 来 。 
“比如 说 ， 当 n 为 4 的 时 候 ， 我 们 可 以 以 这 个 式 子 为 例 来 考虑 。 
((0+1)+(2+(3+4))) 
仔细 看 这 个 式 子 ， 即 使 像 下 面 这 样 去 掉 后 半 个 括号 ， 也 能 恢复 原貌 。 
((0+1+(2+(3+4 


能 使 后 半 个 括号 复原 完全 是 因为 :加 号 连接 着 前 后 两 项 ;这 一 限定 条 

件 。” 她 说 。 

“原来 如 此 。 在 第 二 项 出 来 的 地 方 插入 后 半 个 括号 就 可 以 了 吧 。” 我 考虑 

片刻 后 回答 道 。 我 算 到 ((A + A)+(A+(A+A))) 这 步 就 放弃 了 ， 原 来 还 

可 以 变 得 更 简便 。 

米尔 嘉 微微 吓 开 嘴 笑 了 笑 。 

“再 进一步 ， 其 实 连 写 数字 的 必要 都 没有 ， 写 成 这 样 就 可 以 了 。 
(人才 


这 样 也 可 以 恢复 原貌 。 在 加 号 的 左 侧 添上 数字 束 可 以 了 ， 只 是 最 后 的 4 
会 添加 在 加 号 的 右 侧 。” 


I Us 
“也 职 是 说 ， 要 求 有 几 种 添加 括号 的 方式 ， 只 要 求 出 “前半 个 括号 ?和 ?加 
号 ;有 几 种 排列 组 合 的 可 能 就 好 了 。 就 拿 n 为 4 的 情况 来 说 吧 ， 问 题 就 
变 成 了 求 4 个 前 半 个 括 写 和 4 个 加 号 的 排列 组 合 的 个 数 。 比 如 说 ， 用 * 
来 表 示 这 8 个 符号 。 
然后 ， 考 虑 将 其 中 的 哪 4 个 * 变 成 前 半 个 括号 。 
接 看 ， 再 将 剩 下 的 符号 目 动 转换 成 加 与 。 

EG 


从 这 8 个 符号 《分别 有 4 个 括号 和 加 号 ) 中 选择 4 个 符号 变 成 前 半 个 括 
号 ， 可 以 形成 ty 这 样 的 组 合 情 况 。 当 然 这 是 在 n 为 4 的 前 提 下 所 得 出 
的 结论 。 以 一 彼 化 的 形式 说 来 ， 从 如 个 符号 《分 别 有 个 插 号 和 加 
号 ) 中 选择 个 符号 变 成 前 半 个 括号 ， 可 以 形成 {sj 这 样 的 组 合 。 这 样 
的 组 合 可 以 用 下 图 来 表示 ， 这 条 要 曲 的 路 线 的 最 短路 径 的 数值 和 组 合 的 
个 数 是 等 价 的 。 路 线 从 左下 角 的 $ 开始 ， 一 直到 达 G 这 个 终点 。 用 箭 
II 也 束 是 ((++(+(+ 这 个 从 号 的 排列 。” 米 尔 脆 
说 。 


站 
“所 以 昵 ， 接 下 来 是 ..…….” 她 接 痢 说 。 
一 下 ?”， 我 打 断 了 还 要 继续 往 下 说 的 米尔 天 。 
“米尔 时 ， 这 样 解 实在 太 奇 怪 了 了 。 因 为 这 不 是 从 8 个 符号 中 任意 选择 4 
个 。 比 如 说 ， 无 论 4 个 括号 和 加 亏 如 何 排列 ， 下 面 这 种 排列 方式 都 是 不 
可 以 的 ， 不 是 吗 ? 
人 


加 出 ((++++(( 这 样 的 路 径 一 看 你 融 明 日 了 。 在 这 个 图 中 ， 几 是 经 过 
的 路 径 都 不 可 以 计算 在 内 。 





总 
“你 还 没 说 完 吗 ? ”被 我 中 途 打 断 的 米尔 嘉 气 鼓 鼓 地 说 。 


O O O 


我 确实 古 还 没 说 完 。 在 排列 括号 和 加 写 的 过 程 中 ， 有 这 样 一 个 限制 条 
件 ， 加 号 的 个 数 绝对 不 可 能 超过 括号 的 个 数 。 


什么 时 候 会 出 现 加 号 的 个 数 超过 括号 的 个 数 的 情况 呢 ? 正如 你 所 说 的 ， 
是 通过 上 图 中 的 圆圈 的 时 候 。 如 果 不 通 过 圆圈 路， 从 S 到 G 的 路 线 
数量 和 CG, 是 相等 的 。 


如 果 不 考虑 这 个 限制 条 件 ， 从 5 到 G 的 路 线 的 个 数 就 是 (0)。 


那么 ， 如 果 在 从 5 到 G 的 过 程 中 罕 过 一 次 圆圈 的话， 情况 会 变 成 什 
么 样 呢 ? 


假设 第 一 个 穿 过 的 圆圈 5 的 地 方 为 P， 从 PP 开始 前 进 的 方 同 都 将 发 生 
有 反 转 。 将 这 几 个 圆 峰 已 用 虚线 连接 后 ， 你 会 发 现 它们 形成 一 条 和 斜 线 ， 
可 以 将 这 条 冬 线 考 碟 成 一 面馆 子 。 从 已 到 G 的 过 程 中 ， 原 本 同 右 水 平 
移动 的 话 惑 转变 为 同上 移动 ， 诛 本 同上 移动 的 话 吏 变 为 癌 右 水 平移 动 。 
于 是 ， 我 们 得 到 了 点 G' ， 而 不 是 点 G。 


扩 G' 也 瓯 是 G 通过 镜子 的 反射 得 到 的 点 。 也 残 是 说 ，((++++(( 这 
个 组 合 形式 束 变 成 了 ((+++(++ 的 形式 。 

这 么 一 想 ， 通 过 圆圈 的 所 有 和 情况 的 个 数 和 从 S 到 G' 的 线路 的 个 数 一 
i 人 有 2n 根 短线 中 选择 n+ 1 根 横 线 路 径 ， 进 行路 线 组 


全 也 残 是 HH 





这 人 么 说 来 ， 以 下 式 子 吏 成 这 了 。 
Ci = (从 S$ 到 G 的 路 径 数 )-( 从 5 到 G' 的 路 径 数 ) 


接 下 来 束 古 计算 了 。 快 算 快 算 ， 将 下 降 阶 乘 项 快速 运转 起 来 吧 。 


中 二 1 国 a 

= i E 用 了 (#8) = 夭 
_ (m+1):(2n) (mn .(n) i 
(n+l)-(ne (n+1)-(n)e 外 


通 分 后 第 二 项 有 点 难以 理解 呢 。 但 思考 一 下 下 降 阶乘 需 的 意义 融会 目 然 
明日 ， 在 这 里 我 来 做 一 下 补充 说 明 。 


分 子 是 这 样 变形 的 。 将 (n) 这 个 “小 尾巴 ”提取 出 来 并 展开 。 


= {2n): (2n — 1): (2n— 2):: 
~ {2n)2. (n) 


接着 ， 分 母 可 以 这 样 变 形 。 


[27 于- (n+ 1): (n) 


这 次 将 (n+ 了 这 个 “ 头 部 "提取 出 来 并 展开 。 
(n+ 1)-(n): (n—1).-.2.1 


= (nt1):(n)s 


所 以 ， 我 们 再 来 计算 一 下 C 的 数值 ， 从 通 分 之 后 的 步骤 开始 。 


T= 





0 2 n+): (2n)™ — (2n)?. (n) 





外 +1). (n)s 
= mr 理 
有 十 1 (n)s 时 二 
1 /2 i 
=a) 运用 了 长 = 他 


因此 ， 给 有 个 加 号 的 陈 子 深 加 括 号 的 方式 的 个 数 吏 是 这 样 的 。 


好 了 ， 这 下 融 完 成 了 一 部 分 工作 。 那 么 ， 我 来 验算 看 看 。 


看 到 米尔 时 如 此 简便 的 解法 ， 我 一 边 瞳 目 佩 服 一 边 开 始 计算 。 
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“ 哇 ， 太 历 害 了 ! 确实 谷 采 是 1, 2, 5, 14 啊 ! ?我 悚 叹 道 。 
米尔 曙 听 了 我 的 话 ， 满 难 突 容 。 


解答 7-1 


“ 那 我 下 次 听 你 说 ! ”我 说 。 


7.5.2 ”研究 生成 函数 


虽然 我 反 入 了 米尔 天 的 较 套 ， 但 她 那 完 美的 解答 真是 令 我 非常 吃 怀 。 我 
考虑 明 过 生成 函数 来 解 题 固 然 没 有 错 ， 但 我 只 古 算 到 很 复 林 的 有 限 项 代 
数 式 那 步 ， 好 像 束 无 法 再 往 下 计算 了 。 我 其 到 怀疑 目 己 是 个 十 挑战 了 与 
目 己 实力 不 相符 的 题目 。 我 求 出 生成 函数 那 一 刻 的 豆 个 顿时 被 吹 得 和 烟 消 


云 散 了 。 


真是 遗憾 啊 ! 我 心中 有 点 不 服气 。 


尽 
米尔 副 的 腔 上 却 露出 为 难 的 表情 。“ 鹃 呀 ， 算 了 ， 先 说 说 看 吧 。 算 出 了 
推 寻 公开 后 ， 接 下 来 该 怎么 做 呢 ? ”她 众 问 我 。 


我 将 自己 想 试 着 运用 生成 函数 的 解法 ， 建 立 生成 函数 的 乘积 关系 ， 然 后 
算出 “ 先 相 乘 后 相 加 ”这 个 形式 ， 最 后 努力 建立 一 元 二 次 方程 式 ， 并 终于 
计算 出 了 生成 函数 的 有 限 项 代数 式 .……. 一 股 脑 儿 地 告诉 了 米尔 嘉 。 能 饮 
到 生成 函数 的 王国 漫步 固然 很 好 ， 但 是 我 却 不 能 再 从 生成 函数 的 王国 返 
加 到 数列 的 王国 了 。 

我 真 的 非常 遗憾 ， 感 到 很 不 服气 。 

“ 星 ， 你 算出 的 到 底 是 什么 式 子 啊 ? “米尔 嘉 问 我 。 

我 沉默 了 。 

“ 虽 ? 到 底 是 什么 式 子 呀 ? "她 打量 着 我 的 脸 。 

没 办 法 ， 我 只 能 在 笔记 本 上 写 出 式 子 。 


“上 器， 难点 好 像 有 两 个 吧 。 一 个 是 正 负 号 的 部 分 ， 男 一 个 是 Y1 一 47 的 部 
2 9 、)y 
jo 她 议 。 


“这 些 我 当然 知 追 啦 。 我 工 是 被 这 两 点 卡 住 ， 算 不 下 去 了 。” 我 看 筷 地 
说 。 


对 于 我 肥 筷 的 声音 米尔 里 并 不 理会 ， 很 平静 地 接 看 说 :“ 首 先 ， 我 们 从 
正人 负 写 开始 感 故 。” 


米尔 器 看 了 一 会 儿 数 学 公式 ， 闭 上 眼 ， 低 下 头 。 人 然后， 她 举 起 右手 食 
指 ， 表 着 天 空 比划 痢 圈 轿 。 她 划 着 0， 划 着 0， 划 着 无 穷 大 ， 突 然 她 睁 
开 了 眼睛， 说 :“ 我 们 回 到 定义 看 看 吧 。 生 成 钞 数 C(x) 的 定义 是 这 样 的 
WE 


+’ 本 二 | 
C I 工 ] 二 (on 十 C1 工 一 CnT” El a | 


“这 么 讽 来 ， 当 xXx 为 0 的 时 候 ， 包 含 x 的 项 部 被 抵消 了 了 ， 所 以 生成 函数 
束 变 成 了 C(0) = Co， 于 是， 我 们 再 回 到 你 计算 出 的 有 限 项 代数 式 。” 
1+ vi—4r 

i 


mi 


“这 时 的 C(0) 会 变 成 有 怎 样 呢 ? ”她 问 道 。 


“不 可 以 哦 。 如 果 分 母 为 0 的 话 ， 除 以 0 后 ，C(0) 束 变 成 无 穷 大 了 。” 我 
答 道 。 我 已 经 渐渐 平静 下 来 了 。 我 对 米尔 嘉 发 急 有 什么 用 呢 ， 听 她 的 话 
又 有 什么 用 呢 。 


“没有 ， 可 不 是 这 样 的 。? 米 尔 嘉 组 组 地 摇 摇 头 , “一 个 数 是 变 成 了 无 穷 

大 ， 而 发 一 个 数 则 不 是 。C(x) 的 两 个 市 有 正 负 喜 的 数字 中 ， 我 们 把 那个 
市 正 号 的 数字 称 为 CO， 把 那个 市 负 豆 的 数字 称 为 CO， 这 样 融 可 以 
变形 为 以 下 形式 。” 


C{T) = 


“为 了 不 使 它们 除 以 0， 我 们 将 分 母 移 项 后 去 挥 看 看 。” 


2T7: CT)=1+vl—4r 
2T7:C_ {r=1— vl—4r 


“ 当 x 为 0 时 ， 上 面 两 个 式 子 的 左边 都 为 0， 但 一 个 式 子 的 右边 
1+ Yi 一生 为 2， 而 男 一 个 式 子 的 右边 1 一 Y1 一 生 是 0。 这 说 明了 什么 


呢 ? ”她 问 道 。 
“至 少 说 明 C,(x) 不 正确 吧 。” 





“ 曙 。 虽 然 不 能 说 个 用 上 骨 深 入 对 生成 函数 进行 研究 了 ， 但 全 少 可 以 说 我 
们 没 必 要 再 对 CO 便 根 问 展 了 。 为 了 求 得 最 后 的 公式 ， 我 们 把 目标 锁 
定 在 生成 函数 C(x) 上 。 接 下 来 的 目标 ， 你 认为 是 什么 呢 ? ”她 问 道 。 


“对 V1 一 47 该 怎么 处 理 呢 ? ?我 问 盾 。 
看 看 我 重新 调整 了 心态 ， 米 尔 表 婚 然 一 突 。 
生成 函数 C(x) 的 有 限 项 代数 式 


lvl—4r 
7 r 


mi 


{LT) 一 


7.5.3 ”围巾 


这 时 ， 我 突然 友 现 泰 朱 拉 站 在 图 书 室 门 口 ， 正 望 着 我 和 米尔 驯 。 她 两 手 
扒 看 一 只 小 纸袋 ， 一 动不动 地 站 在 那里 。 她 古 什 么 时 候 站 在 那里 的 呀 ? 


我 朝 泰 杂 拉 轻 轻 地 举 了 下 手 ， 示 意 我 看 到 她 了 。 她 却 和 往常 不 同 ， 绥 级 
地 走向 我 们 ， 一 点 都 没有 加 快 脚步 ， 一 脸 严肃 的 样子 ， 


“学 长 ， 上 昨天 真是 谢谢 您 了 。?” 和 藤林 拉 轻 轻 问 我 道谢 ， 低 下 头 ， 手 指 癌 那 
个 纸 穴 子 。 里 面 整 整齐 齐 地 登 放 痢 昨天 我 信 给 她 的 那 条 围巾 。 


| 阿 ， 没 关系 ， 不 用 客气 。 你 没 感冒 吧 ? ”我 问 道 。 
< 咽 ， 我 没关系 。 多 亏 您 昨天 借 给 我 围巾 ， 又 和 我 一 起 喝 了 热饮 。" 泰 采 
拉 边 说 边 朝 米尔 嘉 盯 了 盯 。 我 也 随 着 达 条 拉 的 目光 朝 米尔 嘉 看 了 看 。 米 
尔 嘉 握 着 自动 铅笔 的 手 停 了 下 来 ， 随 后 她 抬 起 头 ， 朝 小 纸袋 效 了 一 眼 ， 
之 后 便 把 目光 停 针 在 泰 休 拉 身上 。 丙 个 女 护 就 这 样 沉 中 着 互相 对 视 
谁 都 不 说 话 。 

就 这 样 沉默 了 几 秒 钟 

泰 条 拉 “ 呼 "地 吐 了 口气 ， 又 重新 将 目光 转向 我 ， 说 : “今天 真是 打扰 

了 。 你 以 后 可 要 再 教 我 数学 哦 。" 素 基 拉 朝 我 点 了 下 头 ， 然 后 就 走 开 
了 ， 当 她 走 到 图 书 室 门口 时 又 回头 朝 我 微微 致意 。 


这 时 ， 米 尔 矣 已 经 把 涉 转 同 了 昔 称 纸 ， 开 始 号 起 了 数学 公式 。 


“你 想到 什么 了 吗 ? "我 问 她 。 当 然 ， 是 关于 VI 一 各 的 ， 

米尔 嘉 头 也 没 抬 ， 边 写 算式 边 回答 我 。 

“ 信 。” 她 说 。 

“什么 ? "我 不 明白 。 

米尔 嘉 没有 停 笔 ， 回 答 我 说 : “里面 有 封 信 。” 

我 打开 包 看 了 看 ， 把 手 伸 进 去 摸索 ， 围 巾 下 似乎 藏 着 什么 。 拿 出 来 一 
看 ， 是 张 很 高 级 的 白色 贺卡 。 为 什么 米尔 嘉 会 注意 到 里 面 有 张 贺 卡 呢 ? 
锅 卡 上 写 着 短 短 的 一 行 字 ， 是 泰 杀 拉 的 字迹 。 


谢 调 您 全 给 我 围巾 。 围 巾 很 温暖 。 


洲 
宙 
EE 


PS: 下 次 我 们 还 去 那 家 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 吧 。 


7.5.4 了 节 后 的 要 守 

我 们 又 回 到 了 原来 的 问题 。 

我 们 已 经 求 得 了 如 下 生成 函数 C(x) 的 有 限 项 代数 式 。 
生成 函数 C(x) 的 有 限 项 代数 式 


1 一 1 一 条 
= 一 


接 下 来 的 问题 就 是 v1 一 4z 会 变 成 什么 形式 。 

“我 跟 不 上 你 解 题 的 速度 ， 米 尔 矣 。 求 得 了 C(x) 的 有 限 项 代数 式 后 ， 接 
下 来 该 怎么 办 呢 ? 在 求 奖 波 那 问 数列 的 通 项 公式 时 ， 我 们 是 怎么 做 
的 ? ”我 问 道 。 

“可 以 利用 C(x) 的 有 限 项 代数 式 来 计算 出 x? 的 系数 。 也 融 是 说 ， 需 要 展 


对 工 | 


开 需 级 数 。? 米 尔 于 说 。 
“但 是 v1 一 47 真是 肪 烦 啊 。 访 怎么 处 理 它 呢 ? ?我 低 声 跑 咕 痢 。 


“所 以 只 能 将 顶级 数 展开 了 吧 。 比 如 说 ， 将 系数 的 数列 称 为 > 
1— v1i—4r 


“= (Kw)， 可 以 进行 这 样 的 展开 。* 米 尔 嘉 边 说 边 写 出 式 
J 
V1—4r= Kot+ Firt Kor +--+ Knr™ ++:: 
eeD 
= bp Kr 
上 二 习 


“生成 阔 数 C(x) 古 这 样 的 。 


a lvl—4r 
Cr) = —— 


:| 


所 以 ， 为 了 去 除 分 母 ， 我 们 将 分 母 移 项 。 
27 Clzi 一 1 一 vV1 一 4 


因为 Clz) = Pk-o Chr VI 一 各 一 ZE=08kz ， 蔡 换 后 可 得 到 下 式 。 
27 Car 一 1 一 Kr 
= 人 0 上 二 习 


将 等 式 左边 的 2x 放 入 亏 这 个 符号 里 ， 右 边 将 K= 0 这 一 项 写 出 来 。 
> pe i EE .i > Kr 
k= 二] 


将 等 式 左边 调整 为 从 k=1 开始。 


2Ck 17 =1— Ko — > Kr 


把 带 有 筷 符号 的 项 都 归纳 到 左边 。 


二 | 
2Ck T+ Y RE =1— Ko 
l 上 二 1 


因为 这 个 等 式 古 无 穷 级 数 ， 所 以 为 了 改变 和 的 先后 次 序 ， 必 须 把 条 件 说 


明 清 楚 。 但 现在 利用 这 个 守 式 只 是 为 了 有 所 友 现 ， 所 以 我 们 束 耳 接 往 下 
算 吧 。 


Wk: 


es 
|| 


[2C 1 + Kr )r* ~] kn 
=1 


以 上 等 式 是 关于 X 的 恒等式 ， 比 较 两 边 的 系数 ， 可 以 得 到 天 , 和 CG 的 关 


0 一 1 — Ko 比较 z 的 系数 
2C0 十 天 1 一 比较 2 的 系数 
2Cn 十 六 n+1 =0 比较 z”… 的 系数 


整理 这 些 式 于 后 可 以 得 到 下 式 。 


no 一 1 
Cn = 一 st (n> 人 0 


也 就 是 说 ， 如 果 求 出 了 K; 的 话 ， 我 们 也 就 自然 而 然 地 求 得 了 Cu。 最 后 
的 要 塞 就 是 V1 一 开 的 展开 了 。” 


7.5.5 攻陷 
米尔 嘉 迫 不 及 待 地 说 : “那么 ， 我 就 来 攻陷 最 后 的 要 塞 吧 。 现 在 ， 假 设 


三 
KI{r) 一 >》_ Krt 


二 习 
这 时 (Ko; 二 成 了 所 求 的 目标 。 从 哪里 开始 下 手 为 好 呢 ? ” 
“从 一 看 就 能 明白 的 地 方 下 手 吧 。*” 我 说 。 
“ 咽 ， 那 Ko 该 怎么 处 理 才 能 让 人 一 看 就 懂 呢 ? ?米尔 嘉 问 。 


“ 那 就 试 试 x = 0 唆 。" 我 立刻 回答 道 , “如 果 这 样 的 话 ， 工 所 okzr 中 党 
数 项 之 外 的 项 束 都 被 抵 消 了 ?”。 也 融 是 说 ，K(O) = Ko。” 


“是 啊 ， 那 接着 该 怎么 办 呢 ? ?米尔 吉 问 我 。 
“你 是 问 该 全 x 怎么 从 吗 ? ”我 反问 道 


“不 是 。 我 们 得 快 点 使 用 函数 解析 的 基本 方法 哦 。" 米 尔 嘉 似乎 有 些 急 不 
可 行 


“ 那 是 什么 ? ”我 问 。 
“是 微分 啊 。 用 x 求 导 K(x)， 然 后 数列 转换 ， 束 能 求 出 津 数 项 Kj。 


K(xz)= Ko+ Firl + Kar’ 十 Kag 十 a 十 Kozm 4 ': 
< 六 “EE 
K’'(r)=1K + 2Kaz! 十 3Kaz2 + :7 + nae l+ ... 
所 以 可 得 
| 0 | 一 lik] 


你 知 坦 为 什么 这 个 1 要 这 么 明确 地 与 出 来 吧 ? 这 古 为 了 抓 住 求 寻 后 指数 
下 降 这 个 模式 。 走 到 这 一 步 接 下 来 可 束 轻 松 了。 有 冉 接 看 求 导 K'(x)。 


Kr =2-.1K +3-.2Kr 十 ma 一 本 下 oz 十- 


所 以 ， 当 x 为 0 时 ， 可 求 得 下 式 。 
K"0)=2.1K, 


接 下 来 ， 反 复 重 复 此 操作 ， 进 行 n 次 K(x) 的 求 导 运算 。 假 设 K(x) 经 过 
n 次 求 导 运算 后 用 KWW(x) 来 表示 。 


KW(r) =n(n— 1)(n— 2)...2.1K, 


+ (n 十 n(n 一])(n 一 2)… 真是 太 麻 烦 了 .…… 
再 写 下 去 束 太 见长 了 ， 我 们 就 用 下 降 阶 乘 共 来 表示 吧 。 
Kz) 一 n=K, 
十 (十 1 R17 


一 in “人 kK pr 


所 以 当 x 为 0 时 ， 束 变 成 如 下 形式 。 
Kl™ (0) = nA 
也 就 是 说 ， 可 以 用 KWW(0) 的 形式 来 表示 K,， 也 就 是 泰勒 展开 式 。 


KW 0) 


六 一 一 
也 还 





到 这 里 我 们 的 工作 束 告 一 段落 了 。” 
米尔 须 葡 了 口气 。 
mm “ 咽 ， 但 是 接 下 来 好 像 就 无 法 进展 了 ， 感 沉 像 走 到 死胡同 里 来 


“为 什么 这 么 说 呢 ?” 现 在 我 们 用 只 级 数 的 形式 求 得 了 K(x)。 接 下 来 我 们 
用 普通 的 函数 形式 来 表示 K(x) 看 看 吧 。” 米 尔 器 说 。 


“用 普通 的 函数 形式 来 求 ? ”我 疑惑 不 解 。 


i ee 义 要 用 到 人 短 分 哦 。 eg 
边 朝 我 权 了 下 眼睛 。 这 可 能 是 她 第 一 次 这 么 调皮 地 天 我 用 腿 睛 上 


“回想 一 下 K(x) 的 定义 ...... 
K{(r)=v1—4dr 

平方 根 也 就 是 3 次 方 ， 所 以 可 以 变形 为 这 样 。 
K(r) = (1— 4r)3 

我 们 应 该 边 注意 观察 出 现 的 式 子 类 型 ， 边 反复 进行 微分 运算 。 


K(r) = (1 — 4r) 
,py We 

"hi 1 Fi ，_ 三 

版 【区 一 一 上 -一 4 
RN 
Wa dd 





Kz) = —2. (2n — 2}. (1 一 ArT)- 
Klnty) (TI) = —2: (2n)2(1 一 
将 x=0 代入 后 ， 我 们 可 以 求 得 最 后 的 式 子 是 这 样 的 ， 
Kn+D(0) = —2. (2n)s 


我 们 再 回头 看 刚才 我 们 用 只 级 数 求 得 的 式 了 于 ， 也 就 十 你 说 算 到 那 步 走 到 
死胡同 里 的 式 子 ， 我 们 把 其 中 的 n 用 n+1 来 蔡 换 。 
Klnt+l) [0) 


下 一 一 一 一 
(十 1) (n+ 1) 于 1 


过 这 两 个 式 于 可 得 到 下 式 。 


_ 9.7129n)z 
此 fm 十 了 es 下 
(n + 1)a+i 


这 样 ， 我 们 可 以 求 得 nt+1， 并 不 是 走 到 死胡同 里 了 哦 。 你 还 记得 天 和 
CG, 的 天 系 吗 ? 


Kn 
Cm = 一 一 
接 下 来 就 是 用 手 运 算 的 体力 劳动 了 。 
z Knt 
Cn 一 一 
(2n )E 


这 个 式 子 的 分 母 (ni 十 ee 可 以 变形 为 (n 二 1):n:(n 一 1)…= (n+1):nz 
HS Ts 
(27 ) 严 
人 十 二 HL 
| (2n |2 


n+l] (nj)z 


加 | 27n 
~ n+l1 n 

] 2n 
”n+l n 


好 了 ， 这 下 我 们 算是 完成 了 一 部 分 运算 ， 求 得 了 同一 个 公式 。 我 们 终于 
从 生成 函数 的 王国 同 到 数列 的 王国 啦 。?” 


于 是 ， 米 尔 器 露出 了 突 容 ， 说 :“ 欢 迎 你 回来 。” 


7.5.6 ”半径 是 0 的 圆 











因此 ， 我 们 可 以 求 得 C,。 


“我 回来 了 ! 噢 ， 与 其 说 这 个 倒 不 如 说 一 声 谢 谢 。?” 我 说 。 
“真是 非常 有 意思 哦 ， 是 次 快乐 的 族 行 吧 。? 她 立刻 竖 起 食指 。 





我 看 着 米尔 嘉 ， 想 着 她 这 个 人 真是 ...... 虽 然 有 些 粗 鲁 ， 但 人 还 是 很 
外 表 看 上 去 很 沉 关 冷静 ， 内 心 其 实 很 火热 。 我 对 米尔 喜 其 实 还 


但 来 


米尔 对 上 了 下 眼睛 ， 站 起 里 来 ， 说 :“ 为 表 纪 念 ， 我 好 想 跷 舞 哦 。” 


我 也 站 起 里 。 


这 到 撒 征 怎么 回 事 ? ) 


米尔 对 突 袋 组 我 伸 出 元 手 ， 我 仲 出 右 于 ， 小 必 细 性 地 替 起 米尔 又 雪 日 的 
手指 ， 束 像 古 害怕 慰 动 小 马 一 样 。 


( 真 暖和 。) 


我 们 的 手 束 这 样 罕 看 ， 绥 步 移 同 书 染 前 的 览 阔 场地 。 
米尔 天 纸 看 我 划 较 ， 慢 怪 地 移动 看 舞步 。 


WE 


二 
/Ayo 


义 一 步 。 
放学 后 的 图 书 室 。 际 了 我 们 之 外 没有 其 他 人 。 
图 书 宇 里 只 昕 得 到 她 那 轻 轻 的 脚步 声 。 


“米尔 矣 ， 你 和 我 一 二 你 持 看 相同 的 距离 ， 束 古 在 圆周 上 吧 ， 算 是 单位 
册 吧 。” 我 说 。 


真是 的 ， 我 到 后 在 说 些 什 么 蚜 。 


米尔 嘉 “ 喝 "了 一 声 ， 停 下 舞步 ， 答 道 : “单位 圆 的 前 提 可 是 我 们 的 手 尽 
长 之 和 为 1 哦 。” 说 着 ， 她 闭 上 了 眼睛。 


我 突然 想起 来 了 。 
.即使 不 能 在 米尔 嘉 身边 “很 近 很 近 的 地 方 *， 但 至 少 要 在 她 "过 


我 正 想 痢 这 些 话 的 时 候 ， 米 尔 寻 具 开 了 眼睛 。 
“半径 如 琳 为 零 的 话 也 ..……..” 她 边 说 边 用 力 拉 我 到 旱 边 ， 她 力气 大 得 让 我 


吃惊 。 


“如 来 半 往 为 稚 的 话 也 要 你 持 一 定 距 离 吗 ? ” 识 痢 ， 炒 尔 蔚 把 腔 糙 菲 近 
我 ， 我 们 俩 的 眼 独 束 要 页 到 J 了。 


我 什么 话 部 说 个 出 ， 米 尔 器 也 是 ， 什 么 部 没有 说 。 
半径 即使 为 零 ， 圆 仍旧 古 加 。 但 这 是 一 个 特殊 的 圆 后 。 
然后 我 就 .……. 我 们 束 .….….. 束 这 样 沉 轩 春 ， 渐 渐 地 罪 近 上 脸 .….…… 


“放学 时 间 到 了 。? 图 书 室 传 来 了 瑞 谷 老师 的 声音 。 


我 们 俩 的 距离 一 下 子 叉 从 零 拉 开 了 ， 一 直 拉 到 两 人 手臂 长 之 和 为 止 。 
我 的 笔记 
我 和 米尔 嘉 推导 出 通 项 公式 的 数列 (Cw 为 由 ,上 25 14，……)， 这 个 数列 被 
称 为 卡 塔 兰 数 列 。 男 外 ， 我 考虑 的 “ 先 相 乘 后 相 加 的 形式 ”被 称 为 若 积 。 
将 数列 和 生成 冰 数 相对 应 后 ， 束 可 以 将 “区 积 后 的 数列 ”与 “和 原生 成 函 
数 相 乘 后 得 到 的 函数 "一 一 对 应 起 来 。 也 就 是 说 ， 数 列 ar) 和 Wni 的 郑 
只 形式 可 以 表示 为 aw * 人 ai， 也 就 形成 了 以 下 的 对 应 关系 。 
数列 ”仿生 成 函数 
人 sz) = 并 akmk 


i br) = > DR 
局 三世 


(an) # (bn) = (Sanbn_s) ¢ az) .bo = EB onbn Zn 


一心 


半夜 ， 我 独自 在 自己 的 房 中 兴奋 地 思考 着 这 些 对 应 关系 。“ 数 列 王国 ”中 
的 < 卷 积 "就 是 “生成 函数 王国 * 中 的 “乘积 "。 


这 真是 美妙 的 对 应 啊 ! 


第 8 章 ”调和 数 
巴赫 把 音乐 的 各 个 声 部 想象 成 一 起 聊天 的 好 朋友 。 
比如 有 三 个 声 部 ， 它 们 会 偶尔 沉默 ， 
去 倾听 旁人 的 话语 ， 
同时 也 会 去 表达 自己 想 说 的 话 。 
Forkel，《 巴 赫 传 》 





人 长 ?3 
放学 后 ， 我 正在 校门 口 站 着 ， 泰 条 拉 走 了 过 来 。 


“原来 您 在 这 里 呀 。 刚 才 我 去 图 书 室 找 您 ， 没 找到 ， 还 在 力 怎 么 了 呢 。 
我 准备 回 家 了 ， 一 起 走 吗 ? 喷 ? 那 是 什么 呀 ? ” 汞 永 拉 问 道 。 


我 把 手中 的 卡片 递 给 她 ， 她 接 过 卡片 ， 目 不 转 睛 地 看 看 。 
我 的 卡 卢 
| 
Ho = DE 


藤林 拉 征 局 中 一 年 级 的 学 生 ， 和 是 比 我 小 一 届 的 学 妹 。 不 知道 为 什么 ， 她 
总 是 像 小 独 一 样 跟随 在 我 身 边 。 有 时 候 她 和 我 一 起 在 图 书 宇 目 习 ， 成 为 
了 我 的 好 朋友 。 她 话 很 多 ， 给 人 不 够 沉稳 的 感觉 ， 但 是 她 有 时 候 也 会 很 
严肃 认真 ， 甚 至 认真 得 让 我 透 不 过 气 来 。 她 留 痢 一 头 短 肥 ， 有 一 双 和 类 类 
有 神 的 大 眼睛 ， 很 是 可 爱 。 

“这 征 什 么 呀 ? ”泰和 东 拉 抬 起 头 问 我 。 

“上 曙 ， 是 研究 诛 题 。 这 个 这 题 是 以 这 个 式 了 于 为 起 上 后， 看 你 能 合 友 现 一 
些 有 有 趣 的 东西 '。” 我 说 。 

“ 咽 ? ”好 好像 不 太 明 日 的 样子 。 

“这 个 式 子 束 好 比 藏 看 宝 蕊 的 森林 一 样 ， 残 看 你 是 侍 能 从 中 挖掘 出 宝 
蕊 。 这 张 卡 厂 是 村 木 老 师 给 我 的 。” 我 说 。 


“ 挖 所 出 宇 藏 …...” 徐 末 拉 义 看 了 一 表 我 给 她 的 卡 厂 。 


他 也 就 是 说 以 这 张 卡片 为 出 发 点 ， 自 己 提出 问题 ， 自 己 解答 。” 我 
Too 


“了 原来 如 此 。 学 长 ， 那 么 这 么 说 来 你 已 经 从 这 个 数学 公 去 里 及 据 到 至 减 
本 吗 ?” 泰 未 拉 问 过 


“没有 ， 还 没 呢 。 但 是 ， 一 看 到 这 下 下 万， 束 明 日 了 一 些 东 西 。 这 个 公 
式 是 Hw 的 定义 式 ， 右 边 的 学 放下 是 


只 听 厂 东 拉 大 叫 起 来 ， 她 的 估 叫 声 叶 了 我 一 跳 。 
她 双手 揪 住 嘴巴 ， 脸 涨 得 通红 。 


“对 ..….….….. 对 不 起 啊 。 和 学 长 ， 请 您 什么 部 不 要 说 哦 。 我 也 许 能 挖掘 出 ' 宇 


藏 ; 嗅 。” 她 说 。 

“怎么 一 回 事 呀 ? ”我 问 道 

“天 于 这 个 研究 课题 ， 我 说 不 定 也 能 发 现 些 什 么 昵 。 因 为 天 于 这 样 的 研 
究 我 还 从 来 没有 做 过 ， 所 以 想 尝试 做 做 看 。 我 会 努力 争取 把 :宝藏 :挖掘 
出 来 的 。”* 邵 边 说 边 做 出 用 铁 铲 挖 洞穴 的 样子 。 


“好 啊 ， 当 然 可 以 。 如 有 及 珊 作 各 有 趣 的 东西 的 语 ， 写成 小 论文 拿 去 给 
村 本 老师 看 瓯 好 了 。 


“| 阿 ， 这 样 真是 太 恐 怖 了 。” 她 一 个 劲 地 摇头 表示 自己 不 行 。 她 还 是 那样 
一 如 既往 ， 活 力 十 足 。 


这 张 卡 片 束 给 你 了 哦 。 明 天 到 图 书 室 里 再 昕 你 说 。 你 和 完 目 己 孝 虑 





“好 ! 我 会 努力 的 ! ” 秦 末 拉 那 双 大 眼睛 放 看 光 ， 双 手 案 紧 握 在 一 起 。 


泰 打 拉 看 了 看 我 身后 ， 突 然 停 下 不 说 了 ， 然 后 又 小 声 说 了 声 “ 啊 呀 ”。 
我 回头 一 看 ， 发 现 米尔 嘉 就 站 在 我 身后 。 


8.1.2 ”米尔 亮 

“让 你 久 等 了 。” 米 尔 嘉 冲 我 微微 一 笑 。 

就 这 样 ， 我 在 校门 口 被 两 个 女孩 夹攻 了 。 

米尔 嘉 是 高 中 二 年 级 的 学 生 ， 也 是 我 的 同班 同学 。 她 是 一 个 美女 ， 有 着 
一 头 球 逸 的 长 发 和 一 副 合 适 的 眼镜 。 她 的 数学 很 好 ， 经 常 不 征 得 我 同意 
就 了 意 在 我 的 笔记 本 上 计算 ， 或 者 突然 开始 给 我 讲课 ， 完 全 不 顾 别人 是 
不 是 有 空 . 


泰 末 拉 突 然 变 得 慨 张 起 来 ， 说 :“ 原 来 您 和 她 是 约 在 这 里 见面 呀 。 我 打 
扰 和 您 了 吧 。 啊 呀 ， 真 不 好 意思 ， 我 走 了 。? 她 低下 头 ， 后 退 了 半 步 。 


米尔 矣 慢 慢 地 看 了 看 泰 朱 拉 ， 义 看 了 看 我 ， 然 后 义 看 了 看 泰 示 拉 。 她 睐 
起 眼睛 ， 侯 突 看 订 声 说 道 ;“ 没 关系 ， 秦 赤 拉 。 我 一 个 人 回去 好 了 。” 


米尔 肿 促 出 右手 ， 轻 轻 招 了 扣 泰 未 拉 的 脑袋 ， 撞 到 了 我 和 泰 赤 拉 之 间 。 


泰 示 拉 因 为 突然 外 拍 了 扣 尖 ， 不 由 得 罗 了 纵 有 季子 ， 上 也 了 也 大 眼睛 。 接 
看 ， 她 的 目光 束 一 二 人 退 随 看 米尔 器 姥 疗 然 有 的 青 影 而 去 了 。 


渐渐 次 去 的 米尔 里 没有 再 回头 随 我 这 里 看 ， 只 是 轻 轻 地 挥 了 挥 右手 ， 束 
A 呼 致意 一 般 。 她 转 了 个 要 ， 便 看 不 到 她 
刚才 ， 我 一 百 低 着 设 有 叫 出 声 来 ， 因 为 米尔 天 踩 了 下 我 的 脚趾 ， 而 且 ， 
很 用 力 。 

一 一 真 的 很 痛 。 


8.2 ”图 书 军 里 的 对 话 

第 二 天 放学 后 ， 图 书 室 里 人 很 少 。 

“怎么 样 ? "我 问 道 

泰 杂 拉 一 脸 句 相 ， 扒 开 了 笔记 本 。 笔 记 本 上 只 写 着 一 行 数学 公式 ， 


1 1 1 1 
a 


“学 长 .…... 看 来 我 数学 确实 很 疾 。” 她 说 。 


“没有 没有 ， 你 抓 住 了 原 式 所 要 表达 的 意思 啊 。 这 个 式 子 并 没有 错 
哦 。? 我 或 励 她 。 


“可 十 学 长 ， 我 完全 个 知 志 该 从 何 开 始 做 起 ， 里 然 我 想 从 中 友 现 一 些 有 
趣 的 东西 .…...” 她 泄气 地 说 。 


这 种 无 限 持续 下 去 的 式 子 总 让 人 有 种 已 经 掌握 了 的 感觉， 但 真 要 认真 
分 析 时 ， 叉 先 得 非常 困难 。 泰 末 拉 ， 你 的 挑战 精神 真 的 很 令 人 佩服 哦 。 
接 下 来 的 步 又 我 们 一 起 来 完成 吧 。” 

“条 ， 不 好 意思 哦 ， 义 要 浪费 您 宇 贯 的 时 间 了。” 她 充满 菊 音 地 议 。 
“没有 ， 没 关系 有 的 。 我 们 一 点 反 做 吧 。” 


8.2.1 ”部 分 和 与 无 穷 级 数 


bi 
分 吧 


“中 ， 无 穷 大 的 数 子 是 .…...” 秦 赤 拉 讽 。 


pd 
。” 我 说 。 


向， 是 吗 ? "她 不 敢 相信 。 


“是 啊 。 一 看 到 工 忆 1 大 这 个 式 子 ， 人 们 就 会 觉得 这 个 是 呈 由 工 变化 到 无 
穷 大 ， 然 后 将 这 些 天 相 加 起 来 的 和 ，。 ee 
里 ， 然 后 把 K 给 算出 来 的 方法 是 不 正确 的 。 无 穷 级 数 寺中 1 天 是 kl 下 
部 分 和 的 极限 ， 可 以 定义 为 以 下 的 式 子 。 


“不 好 意思 ，lim 是 什么 昵 ? ”她 问 。 


“是 limit， 也 束 是 指 极限 。 如 果 用 数学 上 的 定义 来 解释 的 话 ， 可 能 一 时 
半 会 儿 解 释 不 完 ， 那 现在 我 就 简单 说 说 。 假 设 有 数列 

a0; al;a2 IDn-eoan 这 个 式 子 束 表 示 当 n ne, 的 值 到 压 是 
什么 。 将 n 增 大 的 时 候 ，a, 可 能 会 变 得 越 来 越 大 ， 也 可 能 会 一 会 儿 变 大 
一 会 儿 变 小 ， 还 可 能 会 记得 趋同 于 某 一 个 定 值 。 而 i an 这 个 式 子 
束 可 以 定义 成 a, 趋 回 的 那个 定 值 。 也 整 古 说 ， im 这 个 数学 式 表 
示 了 ad 所 到 达 的 最终 目 的 地 :。 确 定 到 达 的 最 终 目 的 地 称 为 收 仇 。? 我 
答 道 。 

“ 咽 ...... 真 是 好 难 啊 。 但 是 天 于 n 变 得 很 大 很 大 的 时 候 ao 到 搬 会 怎样 ， 

一 扩 我 倒是 听 民 了 ......” 她 说 。 


“ 咽 ， 是 挺 难 的 。 也 难怪 ， 用 日 常生 活 中 的 语言 来 表示 确实 很 难 ， 我 们 
还 是 用 数学 公式 来 表示 吧 。 首 先 ， 我 们 先 将 ‘最 终 目 的 地 是 被 定义 出 来 
的 未 西 ; 这 一 点 牢记 在 心 。 虽 说 是 被 定义 出 来 的 东西 ， 但 也 并 不 一 定 
靠 直 沉 就 能 理解 的 。 我 们 不 应 该 直接 求 无穷 级 数 的 数字 ， 而 应 该 考虑 部 
分 和 之 后 再 思考 从 n 变 到 无 穷 大 的 极限 ， 这 才 是 正确 的 方法 。” 


“对 .…… 对 不 起 。 我 不 太 明 白 无 穷 级 数 和 部 分 和 的 区 别 .……” 她 打 断 我 的 


这 就 是 无 穷 级 数 ， 也 可 以 称 为 级 数 。， 


k=1 《使 用 孙 的 式 子 ) 


于 


k=1 《使 用 了 KK 的 陈 子 ) 
“你 能 友 现 它们 的 区 别 吗 ? ?我 问 她 。 


“ 嗯 ， 一 个 是 %， 一 个 是 n。 但 是 ， 因 为 n 是 个 变量 ， 而 % 也 是 吧 ， 这 


样 一 来 不 束 古 相同 了 吗 ? ”她 疑惑 不 解 。 


“不 是 啊 ， 这 可 有 很 大 的 不 同 。 的 确 ，n 虽然 是 个 变量 ， 但 它 表示 有 限 大 
的 数字 。 而 % 不 是 数字 ， 不 能 代入 n。 将 n 理解 为 是 有 限 大 的 数字 ， 就 


意味 着 2 中 有 有 限 个 项 。 也 就 是 说 ， 计 算 结果 肯定 是 能 够 求 得 的 。 但 


是 ， 像 2 这 样 有 无 限 个 项 相 加 的 式 子 的 话 ， 就 不 一 定 能 求 得 计算 结果 
了 。 刚 才 我 稍稍 提 到 过 : 变 得 越 来 越 大 ,和 :一 会 儿 变 大 一 会 儿 变 小 :等 状 
况 ， 那 种 情况 下 要 到 达 的 最 终 目 的 地 是 无 法 确定 的 吧 。 不 确定 的 数值 是 
不 能 被 当 作 数字 来 处 理 的 。 不 能 确定 要 到 达 的 最 终 目 的 地 称 为 发 散 。 所 
以 在 处 理 无 限 个 项 的 时 候 ， 会 碰 到 这 种 比较 危险 的 状况 。” 


“是 的 ..…... 我 知 介 了 ， 我 们 在 处 理 无 限时 要 格外 小 心 。 是 叫 友 敬 吧 ， 一 
旦 和 无 限 有 穴 连 ， 即 使 写 出 了 数学 公式 也 可 能 无 法 确定 具体 数值 
吧 。” 么 未 拉 说 。 


“ 接 下 来 是 与 法 上 需要 注意 的 地 方 。 下 面 两 个 式 子 中 出 现 了 和 湖上 略 号 
(...) ， 表 示 无 限 的 … 征 式 〈1) 和 式 (2) 中 的 哪个 呢 ? ?我 问 着 。 
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“表示 无 限 的 … 和 是 不 是 第 〈2) 个 陈 子 呢 ? ” 泰 未 拉 不 确定 地 问 。 


“下 是。 式 (1) 主 十 计 十 计 十 十 直 出 现 的 . 


… 并 不 是 表示 无 限 的 …。 这 


里 只 是 因为 地 方 不 够 写 不 下 了 ， 才 用 ... 来 表示 的 。 这 个 式 子 只 表示 有 
限 个 项 ， 上 必定 有 一 个 确定 的 数 从， 这 并 个 可 怕 。 但 古 式 (2) 
T+3 二 3 十 … 中 出 现 的 ... 表示 无 限 。 这 个 式 子 中 隐藏 着 lim， 也 就 暗示 


看 “有 可 能 会 有 个 确定 的 数值 ;。 有 限 项 的 .… 


间 ， 可 要 注意 了 哦 。? 我 提醒 道 。 
“原来 即使 看 上 去 相同 的 ... 意思 也 不 同 啊 ! 


8.2.2 ”从 理所当然 的 地 方 开始 


和 无 限 项 的 ... 意思 完全 不 相 


" 泰 床 拉 感 叹 道 。 


“< 啊呀， 我们 又 陷入 无 限 这 个 话题 了。 在 求 无 穷 级 数 之 前 ， 自 和 完 必须 习 
惯 计算 有 限 项 的 和 。 为 了 习惯 各， 我 们 把 n 为 1,2, 3,4 5 的 情况 分 别 代 


入 式 子 计 算 一 下 看 看 。” 我 说 。 
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我 又 说 道 : “那么 接 下 来 我 们 研究 一 下 部 分 和 吧 。 首 先 ， 要 求 Dk-1F 的 
值 ，n 的 值 是 关键 ， 所 以 就 要 先 关 注 n 为 何 值 。 比 如 用 五, 来 表示 也 可 


以 ， 这 束 是 环 ; 的 定义 式 了 。” 


(Hi 的 定义 式 ) 


“ 呵 ， 等 ...... 等 一 下 。 我 不 太 明 白 'n 的 值 是 关键 :这 一 点 。” 泰 朱 拉 打上 呵 
我 说 。 
， 像 你 这 样 有 不 惜 的 地 方 束 问 出 来 是 很 好 的 习惯 噢 。'n 的 值 是 关 
就 是 说 ，; 只 要 确定 了 nn 的 具体 数值 ， 比 如 5 或 1000， 那 么 2 人 = 天 这 
个 式 子 的 数值 也 就 能 确定 了 。 所 以 ， 以 n 为 下 标 ， 可 以 写 出 万, 这 个 式 
了 这 样 一 来 ， 我 们 束 可 以 将 式 子 写 成 Hj 或 者 Hioog 了 ， 也 融 等 于 给 
它们 命 了 和 名字 。 


“ 那 为 什么 要 以 五 来 俞 名 呢 ? ”她 不 解 。 
“因为 卡 记 上 与 看 豆 <， 所 以 我 将 其 部 分 和 与 成 了 也 。” 我 解释 道 


“ 呵 ， 原 来 是 这 样 。 对 了 ， 写 成 孔 的 话 ， 虽 然 剩 下 了 mn， 但 是 K 为 什么 
消失 了 呢 ? ?她 问 道 


“jt-1 天 中 的 k 只 是 在 的 过 程 中 起 作用 的 变量 ， 这 从 外 边 是 看 不 出 来 
的 。 像 kk 这 样 的 变量 称 为 约束 变量 ， 也 就 是 被 约束 在 > 的 过 程 中 的 总 
思 。 其 实 也 未 必需 和 k， 随 便 取 个 目 己 昔 欢 的 字 革 砚 
可 以 了 。i,j, 1, m,n 等 也 是 经 常 被 使 用 的 。 但 是 i 也 用 来 表示 虚数 v 一 1 
， 所 以 为 了 不 使 人 混淆 ， 还 是 避免 取 名 为 i。 另 外， 本 来 将 约束 变量 取 
名 为 n 也 征 可 以 的 ， 但 是 在 这 里 个 可 以， 因为 mn Eee 
如 果 将 2 二 天 写成 n= (去 的 话 ， 式 子 的 意思 束 变 得 很 奇怪 了 。 


“ 咖 ， 我 明白 了 。 不 好 意思 ， 我 刚才 打 断 了 您 的 话 。* 她 表示 蒜 意 。 
-没关系 的 。 有 什么 不 全 的 地 方 就 间 ， 屠 很 好 啊 。" 说 着 ， 我 们 全 都 和 


8.2.3 ”命题 


那么， 我们 来 列举 一 下 根据 Hn = t=1 所 能 得 到 的 信息 。 正 所 谓 ' 掌 
例 征 理解 的 弃 金 石 呆 ! 下 面 的 这 种 说 法 是 正确 的 吗 ? ， 我 问 道 


如 果 n=1,， 则 H,=1。 





“ 咽 ， 正 确 啊 。 因 为 Hi 等 于 1， 但 是 这 不 是 理所当然 的 吗 ? 一 一 噢 ， 我 


知道 了 ，“ 我 们 要 从 理所当然 的 地 方 开始 思考 问题 '。” 秦 不 拉 说 。 


“对 啊 对 啊 ， 你 记得 很 牢 啤 。 那 么 ， 下 面 的 这 种 说 法 是 人 耕 成 立 呢 ? ”我 义 
问 。 


对 于 所 有 的 正 整数 n，H, 都 大 于 0。 

“ 咖 ， 成 立 啊 。?” 她 答 道 。 

“ 像 这 样 可 以 判断 是 否 成 立 的 数学 论题 就 称 为 命题 。 命 题 可 以 用 文字 表 
述 ， 也 可 以 用 数学 公式 来 表示 。 那 么 ， 下 面 这 个 命题 是 否 成 立 呢 ? ?我 
问 。 

对 于 所 有 的 正 整 数 n， 当 n 增 大 时 ，H, 也 随 之 增 大 。 


“ 归 ..….... 是 成 立 的 吧 。n 逐渐 增 大 束 意 味 看 加 上 去 的 数 子 越 来 越 多 
吧 。?” 她 答 违 。 


“对 对 对 ， 如 果 正 数 相 加 的 话 束 会 变 大 吧 。'‘ 当 n 增 大 时 ，H 也 随 之 增 
大 ’ 这 个 命题 用 数学 公式 来 表示 的 话 也 是 可 以 的 。 用 数学 式 子 表示 会 显 
对 于 所 有 的 下 整数 n，H.n+1。 


“的 确 ， 这 个 命题 是 成 立 的 。 但 是 ， 比 起 ‘ 当 n 增 大 时 ， 也 随 之 增 
SR ‘HH, < i? 这 种 说 法 更 加 严密 ，。 严 徐 加 HN »” 泰 林 拉 陶 入 了 沉 
| 


人 JC no 


在 泰 赤 拉 思 考 的 时 候 ， 我 一 耳 上 默默 地 等 


“ 啊 ， 我 明日 了 。 这 融 是 ' 增 大 :这 个 动作 性 的 表现 方式 与 使 用 不 等 亏 来 表 
示 ‘ 大 "这 个 客 述 性 的 表现 方式 的 看 列 吧 。 束 好 比 瑞 语 中 一 般 动 词 和 be 动 
词 的 差别 。” 她 说 道 。 


“ 阿 ? ” 昕 了 秦 赤 拉 的 话 ， 我 有 扩 吃 慰 。“ 增 大 ”和 “大 ”的 区 列 ?“ 一 般 动 
词 * 和 “be 动词 ”的 区 别 ? 啊 ， 原 来 如 此 ， 可 能 确实 是 这 样 。 曾 几何 
上 时， 村 本 老 师 也 说 过 这 样 的 话 。 束 像 观 察 数列 的 变化 情况 和 通过 关系 陈 





把 握 数 列 的 各 项 间 的 天 系 ……… 
“学 长 ， 您 怎么 了 ?” 秦 来 拉 问 。 


“没什么 ， 听 你 这 么 一 况 ， 我 刚才 在 想 ， 原 来 还 有 你 这 样 的 想法 啊 。 其 
实 我 只 是 想 说 ‘ 比 起 日 常生 活 中 的 语言 ， 用 数学 式 子 来 表示 显得 更 严 
密 ' 妆 了 了 。 话 虽 如 此 ， 泰 栗 拉 你 完 竟 定 什 么 人 呀 ? “我 次 道 。 
“ 啊 ? 什么 意思 ? “” 泰 末 拉 突 然 具 大 眼睛 ， 特 了 在 脑袋 。 
没什么。 我 们 继续 往 下 看 。 下 面 这 个 命题 是 个 成立 呢 ? ”我 问 。 
人 
对 于 所 有 的 正 整 数 n，““” ”成立 。(〈? ) 
路， 成 立 。 因 为 我 们 将 丽 定义 为 分 数 的 和 ， 所 以 前 后 两 个 数 子 相 减 结 
果 得 到 分 数 也 是 理所当然 的 。” 
人 
“很 可 惜 ， 这 次 错 了 。 ”  ” 于 这 个 式 子 不 成 立 。 右 边 的 分 母 不 正 
确 。 分 母 个 该 古 n， 如 霖 是 n+1 的 话 束 成 六 了 。” 


] 
于 下， 一 和 _、 
nt+l1 nl ed 成 立 。 


对 于 所 有 的 正 整 数 n，” 


“ 喷 ? 奇怪 了 。 啊 ， 这 样 啊 。 学 长 ， 您 给 我 陷阱 让 我 跳 ， 真 过 分 啊 。” 索 
采 拉 吐 吐 咕 咕 地 抱怨 。 


"对 不 起 对 不 起 。 但 是 ， 你 不 仔细 确认 就 下 结论 ， 这 样 可 不 行 哦 。" 我 说 
和 骨 。 


“虽说 如 此 .2 好 不满 地 据 起 了 小 嘴 。 


对 了 ， 吕 4 一生 应 该 是 什么 ， 这 个 从 瓦 的 定义 式 中 就 能 求 出 来 了 。 
你 做 做 看 。” 我 说 。 


“好 的 ， 咽 ......” 秦 和 朱 拉 开始 算 起 来 。 


这 就 是 有 H, 的 定义 式 。 接 下 来 将 二 具体 展开 。 
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好 了 ， 完 成 了 。 接 下 来 髓 将 各 项 的 顺序 调整 一 下 。 


1 1 T 了 /1 1 l 
AL 1 2 n nn mn 十 1 


这 下 好 了 吧 ， 学 长 。 











加 ] 

~ n+]1 
“ 咖 ， 做 得 不 错 。 泰 汞 拉 你 从 中 及 现 了 什么 命题 吗 ? ”我 问 道 
“ 归 ...... 因 为 出 现 了 Hati 一 Hs， 那么 这 个 命题 怎么 样 呢 ? ”她 边 思 考 边 
2 


对 于 所 有 的 正 整 数 n， 当 n 增 大 时 ，Hn+t1 一 Hn 的 值 变 小 。 

“ 历 害 历 害 。 不 错 ， 如 采用 数学 式 子 来 表示 的 话 是 什么 样 呢 ? ?我 问 道 
“是 这 样 吧 。” 她 说 。 

对 于 所 有 的 正 整 数 n，Hnti1 一 Hn > Hnt2 一 Hnti 成 并 。 

“下 是 如 此 。 非 党 好 。” 我 多 许 过 


吃 ,3:3:…， 相 加 下 去 的 数字 在 逐渐 ' 变 小 ”， 这 里 就 是 用 小 :这 个 数学 公 
趟 来 表现 这 种 * 变 小 ' 的 情况 的 吧 。” 她 补充 道 


8.2.4 对 于 所 有 的 ..….. 


“ 秦 赤 拉 ， 像 这 样 把 数学 公式 写 出 来 可 是 很 午 要 的 哦 。 即 使 是 理所当然 
的 内 容 也 没关系， 先 把 它们 痢 写 下 来 看 看 。 这 就 是 练习 使 用 数学 公式 来 
表达 有 的 好 方法 噢 。” 我 说 。 


“时 。 我 想起 来 了 ， 学 长 以 前 也 说 过 ' 要 把 数学 公式 像 揉 捍 颖 圭一 样 玩 
弄 。” 双 东 拉 一 按说 看 “玩弄 ”， 一 边 用 手 摆弄 起 揉 担 秋 士 的 动 
作 ，“ 啊 ...... 但 是 ‘对 于 所 有 下 整数 这 部 分 不 是 数学 公式 吧 ?” 她 又 问 
“ 咽 ， 不 是 。 但 是 如 果 将 正 整 数 的 集合 用 胃 来 表示 的 话 ， 束 可 以 用 这 样 
的 数学 公式 来 表达 。” 

vn EN Hatri— Hn > Hnr2 — Hntl 
“这 个 数学 公式 起 么 读 啊 ? ”她 问 。 
“yn E 本 .可 以 谈 作 "Forallnin N ...，”， 翻 译 过 来 束 是 ‘对 于 所 有 的 正 整 
数 n 都 .…… 或 者 "对 于 任意 正 整 数 m 都 .…… 吧 。Y 就 是 将 All 这 个 单词 
中 的 A 倒 过 来 号 。? 我 答 违 。 
“N 和 痊 通 NN 有 所 不 同 吧 。? 她 说。 
“确实 不 一 样 。 如 果 写 成 Y 的 话 ， 给 人 的 感觉 像 是 普通 的 数字 。 而 写成 
NN 束 是 为 了 表示 “这 不 是 数字 ， 而 是 集合 *。? 我 识 。 
“E 这 个 从 写 义 表示 什么 呢 ?” 秦 示 拉 问 。 
“E 这 个 符号 其 实 是 利用 了 元 素 E 集合 这 个 形式 ， 表 示人 这 是 集合 中 的 
元 系 "。 与 成 vn E 页 … 这 个 形式 的 话 ， 吏 表示 ' 无 论 从 集合 和 中 选择 哪 
个 元 素 Nn 者 Pb a :的 是 思 。 ”我 回答 。 
“了 胸 是 说 无 论 选 择 哪 个 数字 都 可 以 吧 ! 学 长 ， 不 知 让 为 什么， 我 觉得 这 
像 是 在 用 数学 语言 写作 文 似 的 。 这 不 叫 英 语 作文 ， 叫 数学 作文 吧 ? ” 泰 
和 东 拉 和 实 看 讽 。 
“数学 作文 …… 硝 实 ， 数 学 也 有 这 一 方面 的 功能 吧 。 用 数学 公 却 来 表示 


的 话 ， 经 党 能 大 大 精简 语言 。 所 以 ， 在 解读 写 有 数学 公 式 的 地 方 时 ， 我 
们 还 是 慢 慢 地 来 比较 好 。” 我 说 。 


“数学 公式 刺 像 浓 央 宁 汗 一 样 吧 。 一 口气 哆 下 不 受 吧 ? ”她 问 。 
“好 了 ， 我 们 把 数学 式 子 H' 一 个 一 个 地 写 出 来 看 看 。” 
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Fa 文 些 式 子 ， 我 们 来 天 注 一 下 人 变量， 也 就 是 Hnt1 一 Hn 这 部 
。” 我 说 。 


l 
H3— Hi= 5 
1 
五 3 一 Ha=- 
3 
l 
五 1 一 Ha 了 
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Hs— Hd4= = 
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“ 束 像 这 样 ，Hnti 一 Hn 的 数值 在 逐渐 变 小 。 正 如 泰 未 拉 你 刚才 所 说 的 那 
样 。” 我 说 。 


“上 咽 。” 秦 示 拉 应 声 过 


“虽然 可, Hy, H3, Hy, Hs, … 这 些 数 本 号 是 逐渐 增 大 的 ， 但 是 它们 ' 增 大 的 
部 分 ”， 也 于 古音 加 的 数量 大 逐渐 变 小 的 。 渐 渐 地 ， 这 些 数字 束 只 是 增 


我 还 没 说 完 ， 泰 赤 拉 束 抢 看 说 道 :“ 啊 ， 请 等 一 下 。 ee 
浙 变 小 这 个 讽 法 丈 可 以 用 我 刚才 所 写 的 数 笃 公 式 来 表示 吧 。 咽 .…….…… 吏 


是 这 人 > 

对 于 所 有 的 正 整 数 Nn, Ht H; > Hrnsa Ht 成 并 。 

“对 对 ， 正 是 如 些 。 增 加 的 数量 未 渐变 小 这 一 说 法 有 斥 模 梭 两 本， 如 来 
像 这 样 用 数学 公式 来 表达 的 话 ， 意 思 就 清晰 明 骨 了 。 也 就 是 说 ， 让 人 更 
容易 理解 了 。 也 有 人 可 能 会 认为 数学 公式 很 复兴， 让 人 难以 理解 ， 但 是 
如 来 不 用 数学 公式 来 表达 ， 反 而 变 得 让 人 更 加 难以 理解 。 数 学 公式 就 古 
语言 。 如 果 能 够 很 好 地 利用 的 话 ， 不 仅 能 帮助 日 己 理 解 ， 还 能 帮助 自己 
把 自己 想 说 的 话 表达 出 来 。” 我 说 。 


“器 。 那 么 ， 我 们 将 现在 的 命题 用 数学 公式 来 写 写 看 .….. 这 样 可 以 
吗 ? ”她 问 道 。 


bi = ee 
“ 咖 ， 很 不 错 哦 。 正 是 如 此 。” 我 赞许 她 道 。 
听 了 我 的 赞美 ， 泰 汞 拉 看 上 去 很 高 兴 。 


8.2.5 ”存在 ...... 
“好 了 ， 我 们 逐渐 可 以 看 出 问题 了 。 这 是 最 初 的 宝藏 。” 我 说 。 
“什么 呢 ?*” 索 条 拉 不 解 。 


“到 目前 为 止 ， 我 们 把 五, 定义 为 t-1K。 如 果 n 逐渐 变 大 的 话 ， 那 么 
如 本 身 也 逐渐 增 大 。 但 是 ， 刀 增加 的 数量 却 在 逐渐 变 小 。 那 么 ， 
只 要 不 断 增 大 的 话 ， 吾 就 会 一 直 增 大 下 去 吗 ? 还 是 说 ， 即 使 n 变 得 
很 大 很 大 ， 互 也 不 会 比 某 一 个 特定 数字 大 ? ”我 提问 道 。 

“这 个 问题 也 就 是 说 ， 下 面 的 式 子 是 一 直 增 大 下 去 呢 ， 还 是 大 到 一 定 程 
度 就 停止 了 呢 。 对 吧 ? * 泰 休 拉 用 手 撑 着 头 ， 问 道 。 


“ 喝 ， 是 的 。 从 那 张 纸 片 中 可 以 非常 自然 地 想到 这 个 问题 。 也 就 是 说 ， 


我 们 要 研究 它 是 发 散 还 是 收 钱 。 我 们 用 数学 公式 来 表达 。” 
问题 8-1 


如 果 将 实数 的 集合 用 及 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 责 来 表示 ， 那 么 
下 面 的 式 子 古谷 成立 呢 ? 


1 
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大 
“这 是 日 语 厂 假名 习 吗 ? ” 泰 朱 拉 指 看 式 于 中 有 的 一 个 从 号 问 。 
“不 是 哦 ， 习 是 把 Exists 中 的 EE 倒 过 来 写 的 从 写 。” 我 回答 说 。 


“是 表示 :存在 :的 意思 四 ? 也 束 表 示 'or all M in 了 及, n exists in N ... ”的 意思 
吧 ? ”泰和 朱 拉 说 道 。 


“ 秦 打 拉 你 灭 语 发 首 真 标准 啊 。 既 可 以 说 是 ‘nexists*， 也 可 以 说 是 ‘there 
exists n”?。 再 补充 上 such that 的 话 ， 更 容易 让 人 理解 。” 


For all M in RK, there exists nin Nsuch that M < Dk 二 

“学 长 ， 如 条 用 语言 来 表达 的 话 该 怎么 说 呢 ?” 花 和 东 拉 问 我 。 
“如 采 一 定 要 用 语言 来 表达 的 话 ， 可 以 这 样 说 。” 我 回答 。 

对 于 任意 实数 M， 存 在 正 整 数 n 使 式 子 M < k= 天 成 立 。 
“虽然 很 复 条 ..….…. 但 不 管 怎么 样 ， 我 还 是 明白 了 。?” 共 和 东 拉 说 。 


“下 面 (a) 和 (b) 两 个 数学 公 去 表达 的 是 两 种 完全 不 同 的 是 思 ， 你 知 
道 蚂 ? ”我 在 笔记 本 上 写 下 两 个 数学 公式 。 
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“这 两 个 式 于 有 所 长 ， 为 了 让 你 更 容易 理解 ， 我 加 上 括号 给 你 看 看 
吧 。” 我 边 说 边 加 上 括号 和 解说 。 
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“如 末 用 英语 来 表示 的 话 .……” 我 义 接 看 与 道 。 


， 5 a | | 

For all M in R, there exists nin N such that M<2r=1k. (a) 
。 有 站。 n 1 

There exists n in N, such that for all Min 了 及 M<2k1k. (bb) 


泰 示 拉 口中 轻 轻 反复 仿 看 这 上 段 现 语 ， 考 虑 了 证 刻 。 


“我 铅 得 目 己 应 该 吓 明月 了 。 须 序 很 重要 。 却 《〈a) 十 先决 定 M， 然 后 青 
探寻 n。 在 探寻 n 的 时 候 ，M 是 不 变 的 。 但 是 ， 却 'b) 十 先决 定 n， 然 


后 髓 根据 n 来 探寻 所 有 的 M 吧 ? ” 泰 泉 拉 说 。 


“ 咽 ， 对 哦 。 式 (a) 是 和 完 选择 M 然后 央 寻 找 n， 主 张 对 于 所 有 的 M 都 
能 找到 相对 应 的 n。 每 选 一 个 M,，Pm 都 可 以 有 所 改变 。 但 是 式 〈b) 是 首 
先 寻 找 n。 这 个 n 完 苋 是 一 个 什么 样 的 数字 呢 ? 它 是 关于 所 有 的 实数 M 
都 能 使 不 等 式 成 并 的 伟大 的 n。 在 式 (b)〉 中， 选择 M 的 时 候 n 不 变 。 


这 座 例 题 8-1 的 主张 是 式 (a) ， 能 理解 吗 ? ”我 说 。 


“ 唱 ， 釉 强 能 恒 。” 骏 和 朱 拉 说 。 


“ 式 (a) 和 式 (b) 意思 上 的 不 同 是 很 难 用 语言 来 表达 的 。 但 是 ， 如 果 

用 数学 公式 来 表达 的 话 ， 却 非常 清楚 明 肯 。 当然 也 要 在 你 正确 解读 
的 基础 上 。” 我 说 道 。 

“的 确 ， 如 果 用 语言 来 描述 它们 的 区 别 的话 太 难 了 。 对 了 ， 这 个 不 等 式 

中 出 现 的 M 原本 应 该 是 什么 昵 ? ” 泰 条 拉 问 。 


“ 泰 洒 拉 ， 那 你 认为 是 什么 呢 ? ”我 反问 道 
“ 虽 .…… 噢 ， 这 个 数字 是 不 是 很 大 啊 ? ”她 问 。 

“ 咽 ， 是 这 种 感觉 吧 。 与 其 说 是 “一 直 变 大 下 去 '， 倒 不 如 给 任意 实数 取 上 
M 这 个 名 字 ， 然 后 说 * 比 M 还 要 大 '， 这 个 表达 方法 也 更 清晰 。 如 果 不 管 
M 取 哪 个 数 ， 痢 能 找到 像 例题 8-1 中 那样 与 M 对 应 的 n 的 话 ， 就 可 以 
说 也 一 直 变 大 下 去 。 但 是 ， 如 果 对 于 某 个 数 M， 与 之 相对 应 的 n 不 存 
在 的 话 ， 那 么 就 不 能 说 万 , 是 一 直 变 大 下 去 的 。” 


“原来 如 此 .……. 虽 然 我 们 绕 了 个 大 圈子 ， 但 是 意思 总 算是 表达 清楚 
了 。"” 泰 采 拉 喘 了 口气 。 


“ 别 ， 你 累 了 吧 ? ”我 说 道 。 


“没有 没有 。- 有 一 点 累 吧 。 但 是 ， 多 亏 听 了 学 长 的 讲解 ， 不 知 怎么 
的 ， 我 觉得 自己 数学 作文 的 词汇 量 ' 增 大 了 呢 。” 


“你 也 很 努力 啊 ， 泰 示 拉 。 今 天 束 襄 到 这 里 吧 。 快 到 图 书 溃 理 员 瑞 谷 老 
DR PR SR A ER he ON 
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“好 的 ! 学 长 ， 我 .…… 我 很 开心 ! ” 泰 示 拉 说 。 


“ 咖 ， 古 啊 ， 数 学 是 很 有 意思 的 哦 。 使 用 数学 公 邢 这 个 新 型 语言 ， 可 以 
让 表达 不 再 模 术 两 可 ， 还 可 以 整理 思路 。” 


“ 喝 ， 特 别 是 我 和 学 长 一 起 ,……. 嗯 ， 是 啊 ， 是 这 样 的 。 明 天 也 请 多 多 关 
照 嘿 ! ”她 说 。 








8.3 ” 虹 旋 陈 核 樟 的 音乐 教 军 

第 三 天 生体 时间 任 首 乐 教 宇 。 

经 过 音乐 教室 的 学 生 们 都 被 里 面 传 出 的 钢琴 声 所 吸引 ， 朝 里 张望。 
有 两 个 美女 在 三 角钢 从 劳 四 手 连 弹 。 


一 个 美女 是 才女 米尔 矣 ， 还 有 有 一 个 是 既 欢 芍 健 的 天 女 公 侈 ， 她 古 钢 苑 爱 
好 者 协会 “最 强 首 ”的 会 长 。 她 现在 也 是 局 中 二 年 级 ， 虽 然 和 我 是 一 个 年 
级 的 ， 但 是 与 我 和 米尔 姑 不 在 一 个 班 。 


米尔 咽 和 僵 盘 一 起 弹 革 看 以 上 升 音阶 为 基调 的 变革 曲 。 两 个 人 的 呼吸 节 
妥协 调 ， 一 同 快速 弹 革 了 好 儿 通 相似 的 音乐 段 于 ， 每 重复 一 遇 音 阶 葡 上 
升 一 詹 。 喷 ? 我 觉得 这 样 下 去 要 超过 钢 稚 的 音域 了 .…… 但 那 是 不 可 能 的 
吧 。 当 我 突然 意识 到 这 点 的 时 候 ， 不 知 不 免 中 音调 已 经 开始 下 降 了 。 但 
旦 ， 古 什么 时 候 开 始 下 降 的 呢 ? 不 知道 怎么 的 ， 我 总 有 种 特别 不 可 思议 
的 感 澳 一 一 朝 无 限 阶 柳 同上 疏 的 感 沉 。 如 条 有 很 大 的 通 膀 ， 那 么 可 以 一 
下 子 斥 得 很 局 ， 但 是 现在 只 能 螺旋 式 地 一 步 一 步 往 上 人 欧 登 ， 真 是 令 人 息 
不 可 每 啊 ! 无 限 上 升 的 无 限 音阶 ， 永 远 都 在 变 委 的 音乐 。 她 们 能 弹 朋 这 
样 的 钢 鞭 曲 真是 令 人 吃 慰 啊 ! 

从 我 站 立 的 位 置 ， 能 够 清楚 地 看 到 米尔 姑 那 元 活 修长 的 手指 〈 那 过 上 暖 的 
手指 ) 。 咽 ， 这 么 一 看 确实 能 友 现 手 回 到 左边 的 低 首 部 时 第 要 一 定 的 时 
间 回 隔 。 但 是 ， 我 只 听 到 音阶 在 逐步 上 升 。 


曲 终 ， 首 乐 声 渐 浙 变异 ， 然 后 束 消 失 了 ， 大 家 友 出 了 和 雷 吗 般 的 擎 声 和 欢 
呼 。 米 尔 姑 和 备 盘 站 起 刁 ， 同 大 家 行礼 致谢 。 


“有 趣 吗 ? ?米尔 吻 问 我 。 


“真是 不 可 思议 啊 ! 虽然 钢 蕉 的 键盘 征 有 限 的 ， 但 是 它 弹 秃 出 的 曲子 却 
给 人 无 限 上 升 的 感觉。” 


“这 束 好 比 朝 着 正 的 无 穷 大 友 敬 下 去 ， 很 有 趣 。 昌 然 有 限 和 友和 散 古 志 盾 
的 两 个 概念 。” 米 尔 器 坏 坏 地 笑 了 。 





“你 使 用 了 兰 八 度 的 音阶 吧 ? ”我 问 。 


“ 虽 ， 和 是 的 。 我 将 兰 八 度 的 几 个 音 平 行 握 升 ， 这 样 一 来 ， 音 调 是 升 高 
了 ， 但 是 音量 却 变 小 了 。 当 蕉 声 在 局 音阶 的 地 方 消 失 时 ， 我 用 很 轻 的 音 
量 弹 和 过 起 低音 部 分 。 中 音 的 区 域 也 台 是 音量 最 大 的 地 方 。 这 样 一 来 ， 人 
的 耳 示 束 会 被 芬 声 所 欺骗 了 ， 认 为 那 普 调 是 在 无 限 上 升 。 一 个 人 弹 忆 会 
有 极限 ， 但 我 们 是 两 个 人 在 四 手 联 弹 。” 米 尔 矣 说 。 


“把 我 们 的 老 压 邦 说 出 来 那 可 不 行 啊 。” 仍 仍 走 过 来 说 ,， “我 们 作曲 可 蚌 
很 难 的 。 如 来 是 单纯 的 普 阶 号 不 古 很 无 聊 吗 ? 我 们 增 快 弹 委 的 速度 是 为 
了 不 让 听众 觉得 厌 怖 。 虽 说 如 此 ， 不 把 曲子 简化 ， 融 不 能 筑 守 到 曲子 的 
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“是 啊 。 下 座 我 们 希望 能 够 弹 莫 比 乌 期 市 状 的 和 声 。? 米 尔 吕 人 微 突 痢 襄 。 


“这 是 什么 样 的 曲子 啊 ! 算 了 ， 我 们 以 后 册 玩 哦 。” 熏 盘 震 突 着 ， 回 到 了 
目 己 的 教室 。 


米尔 甩 一 边 用 食指 划 看 峰 ， 一 边 叶 看 小 调 ， 和 我 一 起 袁 教 室 走 ， 心 情 很 
好 的 样子 。 


8.4 令 人 扫兴 的 5 函数 


人 
Ws 


“村 木 老师 的 这 个 ， 你 看 到 了 吗 ? "米尔 嘉 边 说 边 在 我 面前 放 了 张 卡片 。 
(米尔 嘉 的 卡片 ) 
5 
( 喷 ? 和 我 的 不 一 样 啊 。) 
米尔 嘉 还 没 等 我 回答 就 开始 说 起 来 


“虽说 是 要 研究 Z1)， 但 是 U1) 本 里 束 以 同 正 的 无 穷 大 友 敌 而 有 名 ， 证 
明 它 也 是 很 快 整 能 完成 的 。 我 先 得 倒 不 如 研究 其 他 市 到 的 式 子 ， 于 是 就 
Ms 月 是 


我 听 痢 米尔 于 那 开 机 关 枪 了 式 的 快速 解说 ， 心 四 : 原来 是 这 样 啊 ， 老 师 这 
次 给 了 米尔 勇 一 张 和 我 不 同 的 卡片 啊 。5 函数 我 也 昕 说 过 ， 它 应 该 是 与 
时 代 最 前 中 的 数学 问题 相 联系 的 。 原 来 如 此 ， 这 才 是 与 才女 米尔 天 实 力 
相符 的 难 解 的 诛 题 啊 。 


这 人 么 说 来 ， 泰 示 拉 已 经 解 出 昨天 的 问题 了 吧 。 泰 示 拉 ， 那 个 做 事 筷 吃 吃 
的 女孩 到 撒 是 什么 人 呀 ? 我 认为 她 虽然 并 不 是 很 擅长 数学 ， 但 站 她 观 察 
力 敏 锐 。 虽 然 连 她 目 己 本 人 者 没有 安 现 这 一 氮 长 处 。 


最 初 我 在 教 秦 条 拉 数 学 的 时 候 总 是 站 在 指导 后 磋 的 角度 与 她 交谈 。 但 
是 ， 最 近 的 情况 却 有 后 个 同 了 。 在 和 她 交谈 的 过 程 中 ， 不 知 志 为 什么 ， 
我 的 思路 也 感觉 像 是 被 重新 整理 了 一 过 。 一 开始 主要 是 我 在 说 ， 泰 和 东 拉 
在 听 ， 像 这 样 来 来 回回 儿 次 ， 我 觉得 我 们 在 一 步 一 个 全 阶地 癌 上 人 警 登 。 
现在 古 泰 赤 拉 在 说 ， 我 在 昕 ， 喻 喻 ， 有 反 像 推导 公式 的 感觉 呢 。 一 后 一 
扩 未 步 变 化 下 去 ， 然 后 再 一 步 一 步 验证 。 而 且 我 还 能 看 到 泰 赤 拉 上 用 厦 大 
眼睛 认真 的 表情 ， 真 是 .……. 


“ 虑 。” 洲 尔 里 叫 我 。 

米尔 肥田 无 表 情 地 有 盯 看 我 看 。 

完了 ， 我 刚才 一 二 在 开 小 牵 ， 没 有 听见 她 说 什么 .…... 这 下 惨 了。 

这 时 ， 上 课 铃 啊 了 。 

PR EE 
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真是 令 人 扫兴 啊 。 


8.5 ”对 无 穷 大 的 过 融 评 价 
今天 是 图 书 室 整理 图 书 的 日 子 ， 所 以 不 能 去 图 书 室 自 修 。 于 是 ， 我 和 泰 
洒 拉 决定 去 教学 畏 楼 的 休息 室 " 神 乐 "继续 计算 。 我 们 占 了 角落 里 的 们 
“打扰 了 。” 泰 洒 拉 朝 我 蕉 敬 地 革 了 一 躬 ， 坐 到 了 我 身边 。 她 来 晚 了 一 会 
儿 ， 但 身上 的 香味 依旧 。 不 知 什么 地 方 有 人 在 练习 着 长 笛 的 二 重奏 。 
我 沉默 着 开始 写 起 了 数学 公式 ， 是 昨天 问题 的 解答 。 

问题 8-1 


如 果 将 实数 的 集合 用 及 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 责 来 表示 ， 那 么 
下 面 的 式 子 古谷 成立 呢 ? 


n 
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“好 ， 先 到 这 里 ， 我 们 铀 口气 。 异 到 中 途 要 变形 成 不 等 式 ， 这 个 你 知道 
吧 。 为 了 方便 一 般 化 的 变形 ， 不 用 算 到 最 后 ， 算 到 1+5 即 可 。 现 在 我 
们 只 是 考虑 了 的 结果 ， 如 果 计 算 槛 ,H*, HY, HY, H™,... ， 束 会 是 这 
样 哦 。” 


U 

Hi 二 1+-= 
2 

| 

ji 之 开 十 二 
可 
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由 
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Hs = | 十 一 
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“将 它们 进行 一 般 化 变形 并 不 难 。 假 设 闵 是 大 于 等 于 0 的 整数 ， 以 下 陈 
TI 

Hs > ] 加 二 

Ei 可 
“但 是 ， 这 个 是 不 等 式 吧 。 如 果 不 是 等 式 的 话 ， 束 无 法 准确 地 求 出 Ho 
的 值 吧 。” 泰 未 拉 问 退 。 


“我 们 现在 的 目的 不 是 准确 求 出 H2m 的 值 ， 而 是 弄 清 Hom 究竟 可 以 变 大 
= ca ea nto eta 


突然 ， 泰 林 拉 闪 盏 地 这 :“ 啊 ! 我 知 赴 了， 我 各所 了 ! 会 一 卫 励 限 交大 


下 去 ! 如 果 m 变 大 的 话 ， ”1 5 会 一 直 无 限 变 大 下 去 ! 所 以 ， 咽 ， 考 虑 
到 不 等 号 的 因素 ， 如 果 无 限 变 大 的 话 ， 那 么 Hn 也 会 一 直 无 限 变 大 
下 3 


“ 喝 ， 不 要 激动 。 我 们 从 问题 这 里 出 发 一 步 一 步 做 做 看 。 思 考 一 下 当 我 
们 得 到 M 的 时 候 能 够 使 W < 三 所 :成 立 的 是 什么 。* 我 说 。 


“ 呵 ， 我 已 经 知道 了 。 对 于 无 论 多 大 的 数 M， 将 mm 扩大 到 很 大 的 话 ， 残 
能 够 找到 使 
M <1+ 让 


成 立 的 m。 比 如 ， 只 要 取 m 为 大 于 等 于 2M 的 整数 就 可 以 了 。 如 果 找 到 

了 m 的 话 ， 接 下 来 就 可 以 求 n= 2m 了。 也 就 是 说 ， 利 用 m 来 求 n， 这 
个 n 也 就 是 所 要 求 的 n。” 她 说 。 

本 

k=1 


“是 啊 ， 所 以 昨天 问题 8-1 的 解答 是 .………. 
解答 8-1 


如 果 将 实数 的 集合 用 及 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 四 来 表示 ， 那 么 


下 面 的 式 子 成 江 。 
于 ] 
vvMceeER JneN Mc 一 
:R ane < > 


“这 样 啊 ， 用 不 等 民用 未 古本 以 的 唆 。 即使 不 求 出 准确 的 数值 ， 也 可 以 
ei 近 准 确 值 ..…...” 泰 赤 拉 像 在 做 排球 的 托 球 姿势 那样 举 
LA 


“ 咽 ， 这 样 我 们 就 找到 了 一 块 宝物 。 开 扩大 可 以 无 限 恋 大 下 去 。* 我 说 。 
“真是 不 可 思议 啊 ， 学 长 。 有 了 1+ 吾 这 人 个 逐渐 变 大 的 数字 ， = 下 于 从 吉 
以 推出 Hzm 的 数值 。 为 了 通 近 准确 的 数值 我 们 使 用 了 不 等 式 。 虽然 到 此 


为 止 没 有 什么 问题 ...….. 可 是 这 个 式 子 加 上 的 是 逐 系 渐 变 小 的 二 但 是 总 和 
Fi 全 定 下 过， 庙 是 让 可 砷 放风 ” 泰 茶 拉 不 住地 点 头 。 


归 ， 我 们 将 ‘无 限 变 大 下 去 ;这 一 讽 法 用 数学 公式 来 表示 看 看 。 这 里 ， 为 
本 何 单 起 见 ， 我 们 将 所 有 项 部 设 为 是 大 于 0 的 数列 。” 我 边 说 边 在 笔记 
本 上 号 了 起 来 


“所 有 项 都 是 大 于 0 的 数列 束 可 以 表示 成 qa > 0 (k= 1,2,3,...)， 对 于 部 
分 和 k=19k， 如 果 


再 
vi E dneN MM< > dr 
k=1 


成 立 的 话 ， 世 =1ek 中 的 趋向 于 无 穷 大 ， 世 1ek 称 为 向 正 的 无 穷 大 发 
散 。 这 了 台 是 定义 。 然 后 将 它 表 示 为 


dr = OO 


k=1 


| 
和 天 的 时 候 正 好 符合 问题 8-1。 现 在 如 果 定 义 向 正 的 无 穷 大 发 散 ' 这 名 
话 的 话 ， 可 以 表示 为 这 样 。” 我 说 。 


“无 穷 级 数 二 已 向 正 的 无 穷 大 发 散 。” 
泰 示 拉 一 直上 有 着 我 的 笔记 本 ， 认 真 地 思考 着 ， 说 :“ 无 论 是 什么 正 数 ， 


只 要 无 限 往 上 加 ， 总 会 变 得 很 大 很 六 吧 ， 这 应 该 融 是 所 谓 的 无 穷 大 
吧 ? ” 


“ 咖 ? 了 刚才 你 说 了 很 奇怪 的 理论 哦 。 那 么 ， 接 下 来 的 题目 怎么 样 呢 ? ”我 
问 。 
问题 8-2 


如 朱 将 实数 的 集合 用 及 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 责 来 表示 ， 
ykEN a 0， 那 么 下 和 面 的 式 子 成 立 吗 ? 
ywM eR JneN M< > A 
k=1 


“ 咽 ， 我 认为 能 够 成 立 。 但 是 .…….….. 将 很 多 个 aqy 这 个 正 数 相 加 的 话 ， 也 束 
是 说 将 n 扩大， 那么 和 就 会 变 大 吧 。 然 后 ， 总 有 一 天 和 2k=i* 要 比 M 
大 。” 泰 永 拉 答 道 。 


“ 喝 ， 我 理解 你 的 心思 ， 但 你 过 分 专 大 了 无 穷 大 的 作用 。 虽 然 我 这 种 说 
法 本 身 也 很 奇怪 。” 


“ 喝 ? 会 有 无 论 加 上 多 少 个 正 数 都 不 会 比 M 大 的 情况 吗 ?” 索 杂 拉 问 。 
“当然 哪 。 比 如 ， 数 列 or 的 通 项 公式 为 


Hk 二 ok 


的 时 候 将 会 怎么 样 呢 ? ?我 提示 道 。 
“ 嗯 ? ” 泰 示 拉 不 太 明 日 。 


我 解释 道 : “这 种 情况 下 ， 对 于 所 有 的 正 整数 K 来 说 ，a > 0 都 成 立 。 
但 是 ， 志 fax 并 不 能 变 得 这 么 大 ， 因 为 …..…” 


这 就 是 ok 的 定义 式 。 接 下 来 ， 我 们 把 二 具体 展开 。 


这 样 一 来 不可 以 利用 等 比 数列 的 求 和 公式 了 。 
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如 果 去 除 分 子 部 分 的 -于 的 话 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 不 等 式 。 





1 z 
a 
接 下 来 耽 只 剩 计 算 了 。 
一 也 | | 
| 
、 As 一 了 一 ] 、 A 99 re 
“| 加， 不 好 意思 .….. 最 后 的 计算 ，T 了 ”! 的 计算 结果 不 是 2 吧 ? ” 索 打 拉 


问 。 


“ 喝 ? 一 啊 ， 是 真 的 呢 ， 最 后 计算 结果 是 1。 最 终 下 面 这 个 式 子 应 该 成 
也 吧 。 99 


“也 就 是 说 式 子 >h-104 = t=t 立 中 无 论 n 有 多 大 ， 部 不 可 能 比 1 大。 无 
论 相 加 多 少 ， 由 于 于 迅速 趋 回 于 0， 所 以 总 和 都 不 会 比 1 还 要 大 。 如 果 


M<TI 的 证 ,于 虽然 十 存 在 的 ， 但 征 台 未 M>1 的 证 ， 这 样 的 n 右 个 三 
An 
说 。 


问题 8-2 


如 果 将 实数 的 集合 用 及 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 来 表示 ， 
Vk EN uk > 0， 那 么 下 面 的 式 子 不 一 定 成 立 。 
YE 了 JneN M< ». A 
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“原来 如 此 。 当 n 变 大 的 时 候 ， 有 两 种 情况 吧 ， 一 种 是 部 分 和 也 无 限 变 
大 下 去 ， 另 一 种 是 部 分 和 不 无 限 变 大 下 去 。 对 了 ， 学 长 也 有 计算 失误 的 
时 候 呀 。” 泰 呆 拉 说 。 


我 当然 也 有 错误 的 时 候 啊 。 不 过 ， 刚 才 的 计算 错误 不 影响 证 明 的 过 
程 。" 我 说 。 


泰 示 拉 不 放 过 我 刚才 的 错误 ， 模 仿 看 我 的 口气 说 :“ 但 是 ， 人 不 仔细 确认 
那 可 人 不行 哦 。 您 是 这 么 说 过 的 吧 ， 竺 长 。” 


一 瞬间 ， 衬 气 凝 加 了 了， 我 和 她 互相 看 了 一 眼 ， 笑 出 声 来 。 


8.6 ”在 教 军 中 研究 调和 函数 


放学 后 的 教 宝 中， 我 癌 正 沉默 痢 准备 回 家 的 米尔 时 招呼 了 一 声 :“ 喂 ， 
米尔 史 ， 上 一 次 ， 我 因为 目 己 在 友和 未， 没有 上 昕 清 你 说 的 话 ， 忠 .……… 真 是 
对 不 起 。 关 于 昨天 的 5 的 话题 ， 我 对 于 Z 函数 不 是 很 了 解 ， 能 不 能 给 
我 说 说 关于 U1) 朝 看 正 的 无 穷 大 友和 散 的 问题 ?” 

2? 米尔 于 似乎 觉得 这 个 也 太 难 于 口头 表达 了 。 
于 是 ， 米 尔 器 拿 起 一 文 粉 笔 ， 开 始 在 黑板 上 写 起 来 。 


“这 个 是 《函数 Ls) 的 定义 。 是 黎 曼 的 5 函数 。 
cd 
cls} = 2 


米尔 殖 接 看 写 数 学 公 云 。 


“Z(s) 使 用 了 无 穷 级 数 的 形式 来 定义 。 这 里 ， 当 s=1 的 时 候 ， 就 是 调和 
级 数 了 。 也 可 以 用 Harmonic Series 的 首 字 母 H， 写 成 Hw 的 形式 。” 她 
说 。 


(Z 轴 数 的 定义 式 ) 


El (调和 级 数 的 定义 式 ) 
“ 换 句 话说 ,，C 函数 中 s=1 工 时 的 式 子 和 调和 级 数 豆 =- 是 等 价 的 。” 她 说 。 


响 ， 这 样 啊 。 那 么 ， 我 和 泰 打 一 我 思考 过 的 无 穷 级 数 并 已 1 天 是 和 
es 相同 的 吧 。” 我 说 。 


村 木 老 师 给 我 和 米尔 又 出 的 谍 题 原来 是 相同 的 啊 ? H 原来 就 是 
Harmonic 的 首 字 母 啊 ? 

米尔 妓 疫 有 理会 我 的 话 ， 继 续 往 下 说 :“ 下 面 的 部 分 和 互 称 为 调和 
关 / 。 39 


1 (调和 数 的 定义 云 ) 


也 就 是 说 ，n 趋 回 于 无 穷 大 的 时 候 ， 调 和 数 十, 也 束 趋 癌 于 调和 级 数 
Fg 了 。 ”米尔 台 说 。 


教室 里 回 啊 看 米尔 天 用 粉笔 与 字 的 声音 


Hs = lim HH, (调和 级 数 和 调和 数 的 关系 ) 
“调和 数 万 在 n 站 回 于 无 穷 大 时 ， 职 正 的 无 穷 大 友 散 。” 


lm in = = 


让 一 站 全 局 


“ 换 句 话说 ， 调 和 级 数 绷 正 的 无 穷 大 及 做 。” 


五 
也 束 古 说 ，Z(1) 明正 的 无 穷 大 及 艇 。” 
Cl} = De 


“为 什么 说 调和 级 数 朝 看 正 的 无 穷 大 友 敬 呢 ? 是 因为 .…...” 说 到 这 里 ， 米 
尔 天 才 斜 眼看 了 我 一 下 ， 这 是 她 今天 第 一 次 看 我 ， 然 后 吏 啊 开 虹 突 了 ， 
和 以 往 的 钞 尔 天 一 样 。 

个 知道 为 什么 ， 我 觉得 松 了 口气 ， 说 起 了 回 奏 未 拉 展 未 过 的 证 明 过 程 。 


就 是 利用 “假设 m 是 大 于 等 于 0 的 正 数 ， 则 fe2" 三 1+ 吾 成 立 ” 这 一 点 所 
做 的 证 明 。 


“对 对 对 。 你 所 做 的 证 明和 14 世纪 奥 里 斯 姆 做 证 明 时 使 用 的 方法 相同 
哦 。” 米 尔 双 说 。 
Z 困 数 、 调 和 级 数 、 调 和 数 


二 | 


a ] 
E19} = > -一 
(Z 函数 的 定义 式 ) 


pl" (调和 级 数 的 定义 式 ) 


k=1 (调和 数 的 定义 云 ) 
写 到 这 里 ， 米 尔 乾 团 上 眼睛 ， 手 指 划 起 了 字母 三 状 ， 像 是 在 指挥 一 样 ， 
接 独 义 具 开 了 眼睛 。 


“ 降 ， 你 还 记得 我 们 壮 在 离 徐 函数 的 世界 里 寻找 指数 函数 吗 ? ”她 说 。 
“上 曙 ， 我 记得 啊 。” 好 像 是 建 并 了 弄 分 方程 式 ， 然 后 求 得 解 的 。 


“那么 ， 你 看 看 这 个 问题 该 怎么 做 吧 。 在 离 郁 函数 的 世界 里 寻找 ‘指数 也 
数 的 有 反 冰 数 一 一 也 就 是 寻找 对 数 了 水 数 。” 她 说 。 
问题 8-3 


请 定义 与 连续 函数 世界 里 的 对 数 函 数 logez 相对 应 的 离散 函数 世界 
里 的 函数 DC9。 


连续 函数 的 世界 ”+ 全 离散 函数 的 世界 
log 7 © Lz)=? 


“好 了 ， 那 么 我 先 回 家 了 哦 。 你 怪 慢 思 苦 吧 。? 米 尔 天 说。 


米尔 刀 控 了 抱 沾 有 粉笔 区 的 手指 ， 台 级 教 军 门口 走 去 。 走 到 门口 义 回 头 
a 你 的 弱 扣 十 不 肯 田 图。 仪 仪 有 反复 玩弄 公式 并 不 


8.7 ”两 个 世界 、 四 种 运算 


晚上。 
我 在 目 己 的 房间 打开 笔记 本 ， 开 始 思考 米尔 如 给 我 布置 的 问题 。 
问题 是 在 离散 函数 的 世界 里 寻找 与 对 数 函 数 158。 7 相对 应 的 函数 。 


以 前 ， 在 寻找 指数 函数 的 时 候 ， 是 利用 dez =e” 和 会 Bz) = EZ) 相对 应 
的 关系 把 问题 解雇 的 。 敏 分 方程 式 和 天 分 方程 陈 是 相对 应 的 。 


这 次 也 从 与 对 数 函数 logsz 相对 应 的 微分 方程 式 开 始 做 起 吧 。 
求 对 数 函 数 logez 的 微分 的 方法 我 在 书 上 看 到 过 。 
f (2) = loge 2 
二 微分 


f(z) == 


将 “微分 后 得 * 这 一 性 质 考 虑 成 对 数 函 数 满 足 的 微分 方程 式 看 看 。 因 为 # 
还 可 以 写成 x 的 形式 ， 所 以 我 们 也 可 以 襄 “ 做 分 后 得 xz-”。 米 尔 有 对 过 
去 将 微分 的 运算 符号 用 d 来 表示 ， 我 现在 也 这 么 用 ， 那 么 就 可 以 得 到 以 
下 式 子 。 

dlogszr=T 对 数 函数 满足 的 微分 方程 式 
从 这 里 开始 推 ， 与 logsz 相对 应 的 离散 函数 世界 中 的 函数 L(x) 就 可 以 考 
虑 成 是 满足 如 下 差分 方程 式 的 式 子 。 一 般 来 说 ， 可 以 使 用 下 降 阶 乘 昭 
二 | 次 方 来 代替 -1 次 方 。 

ALfz)j=zL 函数 LOoo 满足 的 差分 方程 式 


但 是 ， 过 去 和 米尔 对 讨 论 的 时 候 ， 我 们 只 考虑 了 在 于 大 于 0 的 范围 内 的 


下 降 阶 乘 过 玛 ， 如 下 所 示 。 
下 降 阶 乘 堪 的 定义 (n 为 正 整 数 ) 
=(z— Os—D).…(s—(n-1)) 
mn 个 
a 


当 m=43,2,1 的 时 候 ， 既 分 别 如 下 。 


z={r 0(r— ir — 2r— 3) 
mr-0(r—1l(r—2) 
i [ 工 一 IT 一 了 | 


一 ( 工 一 如 | 
仔细 观察 以 上 却 子 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 结论 。 
。 将 让 除 以 Cx-3) 我 们 可 以 得 到 好 。 
。 将 位 除 以 (x-2) 我 们 可 以 得 到 z。 
。 将 了 至 除 以 (Cx-1) 我 们 可 以 得 到 zl。 
如 来 继续 延 仲 下去， 我们 还 可 以 得 到 以 下 结论 。 
。 将 革除 以 (x-0) 我 们 可 以 得 到 友 。 
。 将 也 除 以 (x+1) 我 们 可 以 得 到 xz 二。 
。 将 1 过 除 以 (x+2) 我 们 可 以 得 到 z=2。 
。 将 zf 二 除 以 (x+3) 我 们 可 以 得 到 z=。 
换 句 话说 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 结论 。 


Li | 





| 
r= 一 
[ 工 十 了 十 
FE 一 
{z+ 1)(r+2) 
1 


( 开 十 2){ 工 十 22]{ 工 十 对 


下 降 阶 乘 虹 的 定义 ln 为 整数 ) 


(2 —0)(2—1):...(2— (no— 1)) (12> 0 时 ) 


(n = 0 时) 


| 


[ET CE) cre) (n < 0 时) 
好 了 ， 我 们 再 回 到 对 数 函 数 上 ， 目 标 是 解 出 以 下 这 个 差分 方程 式 。 
Arfz) = 7— 
首先 来 看 左边 ， 根 据 人 的 定义 ， 可 以 得 到 L(x + 工 (z)。 
再 来 看 右边 ， 根 据 z- 的 定义 ， 可 以 得 到 闪 r。 所 以 差分 方程 式 就 可 以 
变 为 以 下 形式 。 


时 l 
Lirt++1})— Lirz)= CO— , s 、 
z+1 ”LQ 的 差分 方程 式 


接 下 来 如 果 能 求 出 L(x) 束 好 了 。 距 ? 怎么 回 事 叮 ? 
zz+DHyJ- zz) = sr 和 我 之 前 和 泰 朱 拉 说 过 的 式 子 不 是 正好 一 样 吗 ? 
虽 ， 就 是 这 个 式 子 。 


| 


调和 数 蕊 的 推导 公式 


L(x) 的 壬 分 方程 式 和 调和 数 有 H, 的 推导 公式 相同 ! 如 果 是 这 样 的 话 ， 我 
们 将 L(1) 定义 为 1。 这 样 一 来 ， 束 可 以 得 到 以 下 非常 简单 的 关系 式 了 了 。 


LIT) 机 
k=1 
如 果 使 用 调和 数 有 H, 这 个 表示 方法 的 话 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 式 子 。 


到 此 为 止 ， 我 们 可 以 解 出 问题 8-3 了 。 


解答 8-3 
L(x) = 人 


所 以 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 对 应 关系 。 
对 数 函 数 和 调和 数 的 关系 


进 续 遇 数 有 的 世界 > 离 酌 孙 数 内 世界 


log, 7 《全 HH: = | 
=1 


但 是 ， 不 知道 怎么 的 一 下 子 驶 是 想 出 不 来 啊 。 对 数 函 数 原 来 和 调和 数 征 
如 此 汉 密 地 联系 在 一 起 的 啊 ! 


稍微 等 一 下 。 在 说 “微分 和 差分 ”的 时 候 ， 米 尔 吉 最 后 提 到 了 “积分 与 和 
分 ”。 “连续 图 数 的 世界 ”与 “离散 函数 的 世界 ?是 两 个 世界 。 微 分 、 关 
分 、 积 分 、 和 分 是 四 种 运算 ...... 好 吧 ， 我 用 图 示 来 整理 一 下 。 


两 个 世界 、 四 种 运算 


“连续 函数 的 世界 ” “离散 函数 的 世界 


微分 4| 人 一 对 应 一 一 
| 


一 和 分 丈 

器， 我 归纳 得 很 不 错 啊 。 在 这 个 图 中 ， 我 可 以 将 “调和 数 ” 写 在 右 下 方 
的 “和 分 2 的 位 置 。 也 束 是 谨 ， 当 它 回 到 连续 函数 的 世界 中 时 . [ 阿 ， 
对 了 ! oge 7 进行 微分 后 可 得 :的 话 ， 也 器 是 说 将 积分 后 束 可 以 得 到 
logsz 了 。 因 为 写成 了 1g?， 所 以 我 一 下 子 没 想 出 来 。 如 果 写 成 1 的 
话 束 好 J。 
对 数 函 数 和 调和 数 的 关系 

连续 函数 的 世界 ”> ”离散 函数 的 世界 

Y 1 | 

ogoz= 人 FE Bir 
这 样 一 来 束 可 以 接受 了 。 
连续 函数 世界 中 的 积分 用 dt 来 表示 是 可 以 的 吧 。 那 么 ， 离 散 函 数 世 界 


中 的 积分 就 有 必要 表示 成 6k 吧 。 啊 ， 假 设 6k 为 1 的话， 就 可 以 前 后 相 
呼应 了 。 


a ] 证 ] 
一 让 二 —6k 


四， 很 完 关 地 总 结 了 出 来 。 数 学 公 却 真是 让 人 神 清 气 悔 啊 ! 
“你 的 弱点 是 不 肯 国 图 。” 


虽 吗 ， 被 米尔 又 这 样 直 昌 地 指出 目 己 的 弱点 ， 真 是 难过 啊 ! 比 被 人 躁 了 
一 脚 还 疼 。 


好 吧 ， 婚 照 米尔 到 所 说 的 ， 我 来 男 图 看 看 。 我 把 表示 积分 与 和 分 的 面积 
的 图 都 画 出 来 就 可 以 了 吧 。 


| 曲线 方程 式 为 V = 





中 |- 





昌 线 方程 式 为 9 二 = 


上 4 i 1 
明 影 分 的 面积 为 log。z = / . 
1 
a 
1 jy A 
HON, 
OD 1 < 


呵 ， “连续 函数 的 世界 ?与 “离散 函数 的 世界 ?之 间 的 对 应 关系 从 图 像 上 看 
末 然 旦 一 目 了 然 。 真 是 让 我 大 吃 一 恢 啊 ! 


8.8 已 知 的 钥 秆 、 未 知 的 门 


“所 以 ， 我 了 解 了 ‘连续 函数 世界 中 的 对 数 函 数 ’ 与 “离散 函数 刀 界 中 的 调 
和 数 " 的 对 应 关系 。” 


还 是 那 条 回 家 的 路 。 我 和 秦 东 拉 并 排 走 在 前 往 地 铁 站 的 路 上 ， 一 边 走 我 
一 按 告 诉 她 米尔 过 给 我 布置 的 问题 和 我 所 得 到 的 成 琳 。 


“这 么 一 起 ， 如 琳 我 们 仔细 讨论 奥 里 斯 姆 的 证 明 的 话 ， 当 时 应 该 吏 能 友 
现 的 。 你 看 ， 在 证 明 守护:E 朝 正 的 无 穷 大 发 散 的 时 候 ，1 个 ，2 个 ，4 
人 ， 我 们 将 各 项 以 2 个 为 一 组 进行 了 分 组 对 吧 ! 也 就 是 
说 ， 集 合 起 来 的 项 的 个 数 是 呈 指 数 函 数 形 陈 增 加 的 。 那 个 时 候 我 们 如 末 
能 友 现 调和 数 与 指数 六 数 的 反 录 数 ， 也 就 是 对 数 函 数 有 相似 的 可 能 性 丈 
好 了 。”? 我 说 。 如 琳 那 个 时 候 惑 男 个 独 的 话 ， 我 惑 可 能 在 米尔 刀 出 题 之 
后 立即 回答 出 来 了 。 一 而 再 再 而 三 的 计算 真是 经 了 个 大 圈子， 米尔 姻 襄 
的 真是 一 点 没 销 。 


泰 东 拉 听 春 我 的 话 ， 虽 是 一 副 很 有 兴趣 的 样子 ， 但 是 她 突然 站 住 了 ， 脸 
上 露出 无 狂 打 采 的 神色 。 


“学 长 ， 昌 然 我 曾经 很 得 音 地 吹 喔 目 己 ‘也 想 研 究 一 下 谍 题 ，， 但 是 最 后 的 
结果 却 是 没 能 友 现 任何 “有 意思 的 东西 '， 后 来 全 部 是 学 长 教 我 的 。 我 的 
数学 朱 然 是 不 行 啊 。” 夫 林 拉 垂 头 疙 气 地 说 。 


“ 泰 末 拉 ， 你 目 己 也 曾 尽 力 思 考 过 吧 ? 这 才 和 十 最 最 重要 的 。 即 使 什么 都 
没有 友 现 也 没有 关系 ， 只 要 目 己 认真 思考 过 了 ， 之 后 再 听 我 讲解 ， 束 能 
够 并 与 理解 了 。 可 个 能 护 记 这 一 扩 哦 。” 我 政 励 她 。 


泰 未 拉 一 直 听 看 我 说 话 。 


我 义 继 续 说 道 :“ 你 总 是 试 着 在 自己 理解 数学 公式 吧 。 光 这 一 点 就 很 了 
不 起 哦 。 很 多 人 只 要 一 看 到 数学 公式 思维 束 信 止 了 了。 在 思考 数学 公式 之 
前 ， 他 们 上 自己 不 首先 进行 独立 思考 。 当 然 ， 数 学 公式 太 难 了 ， 不 能 理解 
的 情况 也 很 多 。 但 征 ， 即 使 不 能 全 部 理解 ， 也 应 该 认识 到 “到 这 里 为 止 
我 明日 了 ， 接 下 来 我 束 不 明日 了 ，。 如 果 你 目 己 虱 认 为 目 己 不行 "， 那 你 
束 不 会 去 笠 试 理解 了 ， 也 束 不 会 思考 了 。 有 人 会 吐 嘱 看 说 学 习 数 学 真 古 


一 氮 好 处 都 没有 。 但 是 ， 在 你 喷 喷 的 时 候 ， 你 的 思想 束 会 从 ' 因 为 学 数 
学 没 好 处 ， 所 以 束 不 用 理解 了? 变 为 即使 学 数学 有 好 处 我 也 不 能 理解 ”。 
RE I ER 
HR >” 


“但 是 .…... 我 看 学 长 您 出 题目 ， 解 题目 ， 虽 然 能 够 理解 ， 但 是 如 果 让 我 
自己 来 做 ， 我 觉得 自己 肯定 不 行 。 我 该 怎么 办 才能 自己 解 题 呢 ? 应 该 从 
哪个 思路 着 手 才 好 呢 ? 我 很 困惑 。” 


“但 是 呢 ， 我 目 己 也 不 是 根据 题目 意思 吏 能 立刻 起 到 新 牢 的 解 题 思 路 
哦 。 在 什么 地 方 看 到 过 的 方法 啦 ， 过 去 解 出 来 的 结果 等 才 古 我 解 题 的 基 
础 。 上 诛 时 练习 过 的 习题 、 目 己 思 车 过 的 诛 题 、 书 本 上 有 过 的 例题 、 和 
朋友 们 讨论 过 的 解法 等 ， 部 是 我 寻找 宝物 、 挖 气 宝 藏 的 武 融 。” 我 说 。 


我 开始 走 起 来 ， 双 水 拉 也 开始 并 排 和 我 走 起 来 。 我 义 继 续 说 道 : “ 解 出 
题目 时 那 种 心跳 的 感觉 束 和 使 用 不 等 式 判 断 数 学 式 子 大 小 的 感觉 相似 。 
通过 等 式 不 一 定 能 一 下 子 求 出 谷 采 ， 这 时 我 们 束 可 以 考虑 ‘根据 目前 已 
经 得 到 的 结论 来 判断 ， 管 案 应 该 比 这 个 数字 大 ， 比 那个 数字 小 .…....’ 以 
目 己 手中 和 营 握 的 结论 为 线 宗 ， 一 所 一 点 阴 正确 答案 还 近 。 如 条 不 能 一 下 
子 求 出 答 采 ， 就 可 以 从 已 经 知道 的 地 方 开 始 厦 手 ， 插 上 模子 ， 然 后 再 用 
干 斤 项 把 宕 石 所 开 。 用 已 知 的 胡 不 去 开 未 知 的 门 。” 


昕 了 这 些 话 后 ， 秦 示 拉 的 双眼 开始 友 完 。 

“ 泰 示 拉 ， 你 可 以 慢 慢 地 去 体验 那 种 通过 学 习 使 目 己 悦 然 大 悟 的 感觉 。 
即使 目 己 想 个 出 来 也 没有 关系， 看 了 别人 巧妙 的 证 明 后 能 够 为 之 感动 ， 
这 也 起 很 重要 的 。” 


“ 虽 昨 ， 我 明日 。 在 学 习 英 语 的 时 候 ， 听 到 本 地 人 那 深 完 的 友 音 ， 我 也 
曾 起 过 如 末 目 己 能 有 那么 漂 涡 的 及 音 束 好 了 。 不 过 ， 听 了 学 长 的 话 ， 我 


感到 精神 白 倍 。 我 …... 我 .…... 我 真 的 .…...” 秦 示 拉 边 说 边 放 慢 了 脚步 。 
她 一 二 古 那么 元 满 活力 ， 可 唯 独 在 回 家 的 路 上 走 得 很 慢 。 
我 们 沉 献 看 行走 了 厂 刻 。 


“ 呵 ， 对 了 ， 这 个 周 六 ， 我 们 去 看 天 和 象 仪 吧 ? ?我 捉 议 道 。 
“中 .和 学 长 一 起 吗 ? 去 看 天 象 仪 ? 我 ? ” 秦 示 拉 用 食指 指 看 目 己 的 蜡 


子 问 道 


“我 从 邵 品 那里 拿 到 了 免费 入 场 邹 ， 友 现 还 比较 有 观看 价值 。 你 不 于 欢 
吗 ? ”我 问 道 


“我 很 避 欢 ! 我 去 ! 哇 ! 我 真是 太 开 心 了 和 学长。 
请 ‘那个 人 ?没关系 吗 ? 那个 .…… 米 尔 螺 。” 她 说 。 


“ 呵 ， 对 哦 。 如 果 泰 条 拉 没 时 间 去 的 话 我 束 叫 她 。” 我 说 。 
泰 末 拉 连 忙 说 :“ 没 .…... 没 有 ! 我 有 空 的 ! 我 一 定 会 去 ! ” 





中 ! 不过， 您 不 迎 


8.9 ”如 果 世 界 上 只 有 两 个 质数 


如 末世 界 上 只 有 了 两 个 人 的 话 ， 人 类 的 烦恼 一 定 会 大 大 减少 。 正 因为 人 口 
过 多 ， 人 和 人 之 间 一 比较 融会 情绪 低落 ， 束 会 互相 争斗 。 比 如 说 ， 如 末 
像 亚 当 和 有 夏娃 那样 只 有 了 两 个 人 的 话 ， 那 么 惑 不 会 产生 什么 争执 。 不 ， 即 
使 只 有 亚当 和 和 夏娃 两 人 ， 不 也 产生 了 争执 吗 ? 但 是 当时 还 有 蛇 呢 。 如 琳 
真 的 只 有 那 两 个 人 的 话 ， 也 许 融 不 会 产生 问题 了 吧 。 不 ， 还 是 有 可 能 会 
产生 问题 的 。 而 且 ， 即 使 最 初 只 有 两 个 人 ， 但 这 两 个 人 人 述 早 会 生出 防 
于， 人 口 会 增加 的 。 这 样 一 来 ， 也 可 能 会 产生 烦恼 。 


米尔 姑 问 :“ 你 和 在 想 什 么 呢 ? ” 
我 回答 道 : “我 在 想 如 末世 界 上 只 有 两 个 人 的 话 会 怎么 样 。” 
“ 咽 ， 这 样 啊 ， 你 打开 着 笔记 本 在 想 这 个 ? 那么 ， 我 们 来 说 说 “如 果 世 界 
上 只 有 两 个 质数 的 话题 吧 。” 米 尔 肥 像 往 沼 一 样 ， 拿 过 我 的 笔记 本 ， 写 
起 了 数学 公式 。 
8.9.1 卷 积 
“我 们 按照 顺序 来 说 吧 。 自 和 完 ， 我 们 考虑 一 下 下 列 积 的 形式 。” 米 尔 双 
说 。 我 沉 献 看 昕 她 说 。 

(2 2 tt) (3 + 


“这 个 习 积 朝 看 正 的 无 穷 大 友 敬 ， 所 以 可 以 称 为 形式 上 的 积 。 但 是 ， 我 
们 把 开头 的 几 项 展开 看 看 。” 


D030 1 903 1 9130 站 D032 了 5Dl31 i D230 机 


“根据 指数 的 和 进行 分 组 后 可 以 请 条 地 得 到 以 下 形式 。” 


(2°3°) TL (2°3! i 2130 ) 下 (2°3 Lolal | | i 


“也 就 是 说 ， 可 以 用 以 下 二 重 和 的 形式 来 表示 。” 


pl 


>》_ 3 Dk onok 


n=0 k=0 


分 别 与 这 些 数字 相对 应 的 2 和 3 的 指数 和 为 mn 的 数字 。 也 天 是 说 ， 用 2 
和 3 来 划分 指数 。” 

“用 2 和 3 来 划分 指数 吗 ? 哦 ， 确 实 可 以 这 么 说 呢 。 那 么 ， 只 含有 

质 因 数 2 或 3 的 正 整 数 一 定 会 在 这 个 和 的 形式 的 某 个 地 方 出 现 吧 。 为 

什么 这 么 说 昵 ? 这 是 因为 2 和 3 的 指数 中 ， 大 于 等 于 0 的 整数 的 任意 组 
合 一 定 会 出 现 一 次 的 。” 米 尔 嘉 说 。 

我 回答 说 :“ 哦 ， 原 来 如 此 ， 确 实 如 此 。” 


“虽说 是 只 含有 质 因 数 2 或 3， 但 也 包含 1 这 个 数 哦 。” 她 补充 道 。 


8.9.2 ”收敛 的 等 比 数列 


米尔 天 继续 说 站 :“ 接 下 来 ， 我 们 来 考 层 以 下 无 舅 级 数 的 乘积 。 我 们 移 
把 它 取 名 为 @; 吧 。” 


加 1 1 1 \ 
itatat ntti 


“刚才 是 绷 正 的 无 穷 大 肥 艇 的 数字 的 乘积 ， 这 次 不 同 了 。 为 什么 这 么 说 
呢 ? 这 是 因为 @, 的 两 个 因 式 的 无 穷 级 数 是 收敛 的 等 比 数 列 。 用 等 比 数 
列 的 公式 来 计算 两 个 因 式 ，Q, 束 变 成 了 ' 积 的 形式 ' 了 。” 米 尔 器 说 。 


ww ] 1 /1 1 1 
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她 义 接 看 说 :“ 接 下 来 ， 我 们 将 Q。 从 头 开始 展开 看 看 ， 这 样 丈 能 将 Q。 








变化 成 和 的 形式 ' 了 ， 这 样 一 来 ， 分 母 中 就 出 现 了 刚才 的 2:3"* 的 形 


式 。 
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* 好 了 ， 我 们 用 两 种 方法 求 得 了 Q,。 所 以 ， 以 下 等 式 成 立 。" 米 尔 喜 


说 。 
辣 加 - 训 二 


我 说 :“ 元 边 征 积 ， 右 边 生 和 吧 。?” 


8.9.3” 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 


“那么 在 此 我 们 假设 ‘世界 上 只 \ 有 2 和 3 这 两 个 质数 看 看 。 这 样 一 来 ， 所 
有 的 正 整数 一 定 会 在 学 20 ko 下 的 分 母 253" 中 出 现 一 次 。” 米 尔 


了 里 说 。 


“ 咽 ? 米尔 嘉 ， 不 是 所 有 的 整数 都 可 以 用 2*3"™* 的 形式 来 表示 的 啊 。 加 
上 1 这 个 数字 ， 只 有 含有 2 或 者 3 这 两 个 质 因数 的 正 整 数 吧 。 比 如 说 
5、7、10 之 类 的 数字 就 不 能 用 此 形式 表示 吧 。” 我 反 驶 道 


“所 以 ， 我 先 假设 了 ‘世界 上 只 有 2 和 3 这 两 个 质数 ' 啊 。 如 果 世 界 上 只 有 
2 和 3 这 两 个 质数 的 话 ， 就 没有 5、7、10 之 类 的 整数 了 。 你 还 不 明白 
我 想 说 什么 吗 ? ” 


“米尔 蝇 ， 你 想 识 的 是 质 因 数 分 解 的 唯一 分 解 定理 吧 。 因 为 ' 比 工大 的 所 
有 整数 都 可 以 用 质数 的 乘积 形式 来 表示 ”， “所 以 你 想 说 如 果 世 界 上 只 有 





2 和 3 这 两 个 质数 的 话 ， 就 没有 5 和 7 之 类 的 整数 吧 :'。 不 过 ,， “世界 上 
只 有 两 个 质数 :的 话题 就 不 要 讨论 了 吧 ， 事 实 上 也 不 可 能 这 样 啊 。” 


“明白 了 。 既 然 你 这 么 说 ， 那 束 不 要 讨论 了 。 正 因为 只 有 两 个 质数 ， 所 
以 不 可 能 。 也 对 ， 因 为 只 有 两 个 质数 这 件 事 本 喘 融 不 可 能 吧 。 那 么 ， 我 
们 这 样 ， 假 设 世 界 上 的 质数 只 有 夯 个 。? 米 尔 娠 浅 浅 地 和 关 痢 说 。 

“不 行 ， 我 都 说 了 不 行 了 。 无 论 是 2 个 还 是 严 个 ， 这 不 是 一 样 的 吗 ? 如 
朱 做 这 样 的 假设 的 话 ， 融 把 质数 认定 为 有 限 个 了 啊 。” 黄 不知 近 米 尔 娠 
到 底 在 说 什么 。 

“我 就 是 假设 "质数 有 有 限 个 ' 啊 ， 你 还 没有 发 现 吗 ? ?米尔 如 说 。 

看 看 她 的 表情 ， 我 突然 明日 了 。 

“是 反 证 法 吧 ! ” 


8.9.4 质数 无 限 性 的 证 明 
反 证 法 是 证 明 的 基本 方法 。 如 果 用 一 句 话 来 概括 反 证 法 的 话 ， 就 是 ' 先 
写 出 要 证 明 的 命题 的 否 命题 ， 然 后 找 出 矛盾 "。 但 是 ， 想 写 出 自己 要 证 
明 的 命题 的 否 命题 真是 一 种 比较 难 的 方法 ， 不 擅长 此 方法 的 人 很 多 。 
度 夺 普 

假设 : 要 证 明 的 命题 的 否 命题 


政 慎 


假设 不 正确 


结论 ， 要 证 明 的 命题 为 真 


“那么 我 们 就 用 有 反 证 法 来 证 明 一 下 质数 的 个 数 有 无 限 个 这 个 命题 。” 米 尔 
-wai 她 摊 开 双手 ， 束 好 像 是 要 开始 做 手术 的 外 科 医 生 一 
“对 了 ， 米 尔 姑 ， 要 证 明 质 数 的 无 限 性 是 不 是 用 欧 几 里 得 的 证 明 方 法 
呢 ? 假设 质数 的 个 数 为 有 限 个 ， 那 么 所 有 的 质数 相 乘 后 加 上 1 的 数 也 应 
该 为 质数 ,……” 我 还 设 说 话 ， 米 尔 天 在 我 面前 舞 摆 于 ， 丰 意 我 停 下 。 
“假设 质数 的 个 数 为 有 限 个 。? 米 尔 嘱 斩 色 和 蕉 铁 地 继续 说 道 , “假设 质数 
ee m 个 ， 这 样 一 来 ， 将 所 有 的 质数 按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 ， 
修 \ 


Bi Pa "" ,PRs "" ,Pm 


最 初 的 三 个 数 为 p1=2, pz=3, p3=5。 于 是 ， 我 们 可 以 思考 一 下 无 限 和 的 有 
限 积 Qnm。” 
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“也 就 是 说 ， 我 们 将 刚才 Q, 中 只 有 2 个 质数 转变 为 了 有 m 个 质数 
为 mm 是 个 有 限 数 ， 所 以 Q@， 也 应 该 是 个 有 限 数 。 ”米尔 嘉 补充 道 。 

我 边 看 着 式 子 边 思 考 ， 

< 哈哈， 原来 如 此 。 也 是 哦 。 因 为 质数 pi 是 大 于 等 于 2 的 数字 ， 所 以 等 
Wd 二 + 志士 志士 … 收 敛 成 二 到。 也 就 是 说 ， 是 个 有 限 的 数值 


“ 嘱 ， 对 ， 然 后 呢 ， 从 这 里 开始 才 比 较 有 意 上 患 哦 .……”? 米 尔 天 一 边 这 么 识 
者， 一边 旺 出 小 舌头 怪 悍 地标 了 村上 嘴唇 。 


然后 她 继续 说 : “我 们 用 刚才 计算 只 有 2 和 3 两 个 质数 时 的 方法 来 算 有 

m 个 质数 的 情况 。 也 就 是 说 ， 先 在 脑海 中 放 入 有 限 个 这 个 概 翁 ， 然 后 骨 
具体 展开 。 如 采 照 你 的 话 来 说 ， 这 次 就 不 是 用 两 个 数 来 ‘划分’ 指数 ， 而 
是 用 m 个 数 来 ‘划分 *。” 


es | 1 1 1 ] 
Qn= [rt 
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米尔 嘉 说 : “可 以 变 成 这 样 的 形式 。” 
“ 咽 .………. 最 后 这 个 式 子 的 意思 我 不 太 明白 。 尤 其 是 内 侧 的 并 上 什么 都 没 
有 写 。” 我 说 。 
“虽然 那个 于 上 什么 都 没有 写 ， 但 是 只 要 满足 1 二 72 十 … 十 Tm 一 nn 这 个 


条 件 ， 取 天 于 如 ,T2… ,Tm 的 总 和 吏 可 以 了 。? 米 尔 允 说 。 
“这 驶 是 你 所 说 的 "指数 和 为 届 的 所 有 组 合 ' 吧 ， 米 尔 姑 。? 我 说 。 


1 
“ 咖 ， 对 的 。 也 就 是 说 这 个 Q， 是 质数 的 滋 积 这 一 形式 的 各 项 的 总 和 
哦 。 


1 
质数 pi 的 指数 用 ri 来 表示 ， 指 数 和 为 n 的 所 有 组 合 就 是 取 于 数 现 腰 积 
的 和 。 那 么 ， 我 们 来 关注 一 下 分 母 ， 也 就 是 "质数 的 乘积 ,部 分 。 就 是 这 
样 的 吧 。* 她 说 。 


让] 二 三 大， 
2 1 本 2 pr 


“ 接 下 来 ， 恨 据 及 证 法 的 假发 ， 我 们 可 以 知道 世界 上 只 有 m 个 质数 。 根 
扬 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 ， 我 们 可 以 知 站 所 有 的 正 整 数 都 可 以 质 
RE PiP2 Psa“…Pmw 这 种 唯一 的 形式 。 也 就 是 说 ，Q 展开 后 各 项 的 


质 表 琴 对 家 的 分 母 中 ， 所 有 的 正 整 数 一 定 会 出 现 一 次 。” 米 尔 嘉 说 。 
恩 ..…….…. 这 和 刚才 讨论 的 只 有 2 和 3 两 个 质数 时 的 情况 十 相 同 的 。” 我 


ee 所 有 的 正 整 数 一 定 会 出 现 一 次 ’ 的 说 法 无 非 束 是 要 说 明 以 下 式 子 
站 的 总 


和 | | |] 1! 
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“ 啊 ! ”我 突然 友 现 是 调和 级 数 。 
“你 好 像 肥 现 了 吧 。? 米 尔 史 说 。 
“Qn 赂 理应 该 是 有 限 个 ， 但 如 各 是 了 这样 的 话 它 融 会 及 艇 下 去 。?” 我 识 。 


“ 正 是 如 此 。 利 用 收敛 的 无 限 等 比 数 列 ， 我 们 已 经 证 明 Qu 为 有 限 值 
了 。 ?米尔 易 说 个 不 停 。 





11 一 声 。” (有 限 值 ) 
“对 了 ， 接 下 来 就 把 Qw 与 调和 级 数 并 所 IE 之 间 划 上 等 号 。” 


生 (调和 级 数 ) 
也 就 是 说 ， 可 以 写成 以 下 这 个 等 式 关系 。” 





ee 假设 可 以 得 出 等 式 左 边 是 有限 值 :， 而 等 式 
右边 因为 是 调和 级 数 ， 所 以 '‘ 瑚 正 的 无 穷 大 发 散 '。 左 右 两 边 是 互相 族 盾 

的 。? 炒 尔 台 说 。 

我 惊讶 得 说 不 出 话 来 。 

“这 样 我 们 束 从 、 硕 数 的 个 数 挟 有限 个 这 一 假设 上 找 出 了 地 盾 ， 所 以 假设 

不 成 立 ， 它 的 耕 命 题 ， 也 束 是 ‘质数 的 个 数 有 无 限 个 ;是 成 并 的 。Quod 

Erat Demonstrandum， 证 明 结 束 。” 米 尔 双 各 突然 竖 起 手指 宣布 说 , “好 

了 ， 到 这 里 我 们 的 工作 束 香 一 段 洛 了 。 


将 调和 级 数 的 发 散 性 和 质数 的 无 限 性 联系 起 来 ， 这 种 解法 芮 是 让 我 大 吃 
一 惊 。 这 真是 个 宝贝 啊 ! 


这 是 从 我 们 的 老师 那里 套用 的 证 明 方 法 哦 。” 她 说 。 
“我 们 的 老师 ? ?我 不 解 。 
“是 18 世纪 最 伟大 的 数学 家 一 一 区 拉 啊 。” 她 日 不 转 睛 地 看 着 我 舍 壹 
调和 级 数 和 质数 的 无 限 性 


“ 积 的 形式 ” 
| 
Li 





结论 :质数 的 个 数 有 无 限 个 





8.10 天象 仪 


周 六 ， 去 看 天 象 仪 的 人 很 多 ， 有 和 情 个 ， 也 有 三 口 乙 家 。 我 和 泰 东 拉 并 排 
坐 在 位 子 上 。 在 半球 形 屋 项 的 中 央 有 很 多 奇形怪状 的 黑色 投影 仪 。 


“和 和 学 长 一 起 来 看 天 象 仪 ， 我 有 所 紧张 ， 今 天 早上 很 早 就 起 床 了 。 亲 
阿 。” 藤 未 拉 抚 探头 识 。 

过 了 一 会 儿 ， 知 灭 了 ， 呈 现 出 一 所 片 火烧 云 的 风景 。 随 看 太阳 亨 渐 沙 
了 


“ 哇 ， 真 水 完 ! ? 坐 在 我 刁 劳 的 厂 东 拉 轻 声 感 哎 道 。 硝 实 很 深 完 。 
一 一 接 下 来 ， 让 我 们 飞 往 北极 点 吧 一 一 


解说 员 的 话音 刚 洲 ， 整 个 天 空 晃动 起 来 ， 所 有 的 星星 开始 球 动 。 真 的 有 
人 
及 点 。 

“是 极光 ! ”不 知道 从 哪里 传 来 小 孩子 兴奋 的 叫 声 。 

原本 微弱 的 光亮 逐渐 给 人 厚实 的 感觉， 形成 窗 宵 的 形状 。 色 调 连 绢 起 
伏 ， 感 党 重重 登 登 ， 把 我 们 包围 了 起 来 。 观 众 席 上 一 片 条 静 ， 大 家 都 这 
浸 在 光 的 和 谐 之 中 。 

我 和 各 条 拉 脱 离 了 往常 的 世界 ， 脱 离 了 往常 的 时 间 ， 一 起 到 达 了 北极 
点 ， 来 到 这 个 远离 世界 ， 远 离 时 间 的 地 方 。 我 们 一 起 抬头 仰望 宇宙 ， 看 
着 那 满 天 裳 星 。 星 星 应 该 是 有 限 个 的 ， 但 实在 太 多 了 ， 数 也 数 不 清 。 


束 在 那 时 一 一 


我 突然 吓 了 一 跳 ， 因 为 我 的 右手 手 脆 感 党 到 了 和 花 东 拉 的 重量 。 


她 突然 把 起 我 的 用 膊 肘 ， 里 体 徘 近 我 ， 让 我 感到 了 她 里 体 的 重量 。 和 往 
利 一 样 的 甘甜 香气 越 来 越 浓 。 


从 北极 点 那里 能 看 到 星座 ..….... 地 轴 的 倾斜 度 .…... 极 入 ...... 且 边 一 二 传 来 
解说 的 声 首 ， 可 是 我 的 脑 宾 一 厂 空 日 ， 什 么 部 没 留 下 。 


空中 泽 现 出 星星 ， 而 我 心中 却 汉 现 出 泰 示 拉 有 的 里 影 。 一 叫 她 名 字 束 会 神 
采 奕 淆 的 泰 赤 拉 ， 急 筷 忙 忙 行事 匆匆 的 泰 示 拉 ， 有 看 认真 表情 有 的 泰 霖 
拉 ， 一 直到 目 己 能 接受 为 止 仔细 下 和 郑 的 攻 永 拉 ， 但 有 时 候 也 会 犯 一些 低 
级 错误 的 泰 朱 拉 ， 一 直 活 力 充 沛 的 泰和 朱 拉 。 

这 样 的 友和 东 拉 是 不 是 对 我 有 意 足 ? 

我 客 葛 在 想 些 什么 呀 ， 我 目 己 也 不 知 着 。 

即使 我 们 两 人 不 可 能 趣味 相投 ， 但 是 全 少 也 可 以 绷 看 这 个 方 癌 努力 ， 无 
限 遇 近 吧 。 如 各 这 要 化 很 多 时 间 ， 我 们 也 要 像 做 推导 公 陈 那样 步 步 通 
Ls 

我 们 共同 拥有 的 是 有 限 的 现在 。 能 看 到 的 东西 趴 的 是 只 有 一 所 点 ， 知 道 
的 东西 也 真 的 是 只 有 一 点 点 。 但 是 ， 把 我 们 已 经 找到 的 东西 当 作 线索 ， 


把 我 们 已 经 知道 的 东西 当 作 千斤 项 ， 我 们 束 能 抓 住 无 限 。 我 们 没有 地 
膀 ， 但 是 我 们 有 语言 。 


束 这 人 么 不 知 过 了 多 长 时 间 ， 终 于 天 空中 的 极光 消失 了 ， 解 说 员 那 平静 的 
声 首 义 把 我 拉 回 了 现实 。 





好 了 ， 大 家 玩 得 开心 吗 


场 内 完 起 了 和 灯光 。 旦 星 被 明 壳 的 灯 交 给 厨 吗 了 。 到 了 刚才 为 止 还 充满 星星 
的 区 靖 的 天 衬 现 在 变 成 了 关 似 于 多 面体 的 四 吓 不 平 的 屏 须 


从 弥 力 中 回归 现实 的 观众 们 似乎 还 恋恋 不 铭 ， 但 也 松 了 一 口气 。 有 人 忠 
PR 六 家 都 各 目 回 到 了 各 目的 日 昔 生 话 
但 十。 


但 是 ， 我 还 锐 泰 示 拉 案 案 搜 看 。 我 们 癸 还 停留 在 北极 点 ， 在 那 遂 远 的 世 
界 ， 在 极光 下 。 


虽 ， 我 该 怎么 开口 说 好 呢 ? 我 慢 慢 地 转向 她 。 


“ 喷 ， 这 是 怎 么 回 事 ? ” 泰 末 拉 菲 看 我 竟然 睡 看 了 ， 而 且 她 睡 得 很 香 


我 的 笔记 


部 分 和 


无 穷 级 数 


调和 数 


调和 级 数 


5 函数 


4 尔 数 和 调和 级 数 


¢ 函数 和 欧 拉 乘积 公式 


TE 
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第 9 和 章 和 泰勒 展开 和 巴里 尔 问题 


为 此 增加 了 几 章 ， 

用 于 考察 很 多 无 穷 级 数 的 性 质 与 和 ， 

其 中 有 些 级 数 的 和 不 用 无 穷 分 析 是 很 难 求 出 的 。 
一 一 欧 拉 ，《 无 穷 引 论 分 析 》 王 > 


9.1 ”图书 军 


9.1.1 两 张 卡 帮 
“学 长 ， 有 信件 ! 有 信件 1 ” 


“ 响 ， 真 是 不 好 意思 。” 她 对 我 点 了 一 下 头 ， 然 后 不 好 意思 地 环视 了 一 下 
还 是 和 往常 一 样 的 图 书 室 ， 还 是 和 往常 一 样 的 放学 后 ， 还 是 和 往常 一 样 
慌 慌张 张 的 小 丫头 ， 泰 洒 拉 ， 


虽然 图 书 室 里 只 有 我 们 几 个 人 ， 但 是 太 吵 的 话 ， 司 动 图 书 管理 员 瑞 谷 老 
师 融 不 六 好 了 。 


“中 ， 这 张 是 学 长 的 。” 系 永 拉 看 了 看 手中 的 两 张 卡 请 ， 合 出 一 张 递 给 
我 , “这 张 是 我 的 。” 说 看， 把 万 一 张 搬 在 胸 前 。 


“木村 老师 的 卡 厂 ， 泰 示 拉 也 拿 到 了 吗 ? ” 
“ 哦 ， 是 的 。 我 和 木村 老师 说 我 正在 让 等 长 教 我 数学 ， 然 后 老师 束 把 卡 
厂 给 了 我 ， 说 一 张 是 我 的 ， 为 一 张 是 给 学 长 的 。 我 ， 泰 示 拉 ， 今 天 束 丰 
邮 货 员 啦 。” 
泰 示 拉 有 的 脸 上 露出 了 无 忧 无 虑 的 突 容 。 
我 的 卡 上 厅 上 和 面 号 看 这 样 的 式 子 。 

我 的 卡 万 


泰 东 拉 的 卡 卢 是 这 样子 的 。 
(和 泰 赤 拉 的 卡 记 ) 


和 en. 
S] 卫 了 一 加 大 了 


上 二 习 


学 长 ， 我 的 卡片 ， 训 是 研究 这 中 吧 ? "又 认真 起 来 的 大 拉 内 在 我 的 
bt 


“是 的 ， 古 研 客 诛 题 。 根 据 这 张 卡 户 目 己 想 问题 ， 目 由 地 四 和 孝 讨 论 。 木 
村 老师 时 常会 给 我 们 出 这 种 问题 .…...” 


泰 末 拉 双 手 拿 着 自己 的 卡片 ， 认 真 地 看 着 ， 在 思考 式 子 表示 何 种 意思 
但 是 学 长 ， 像 jh = 一 和 QT 这 种 方程 式 ， 我 无 tt 从 如何 也 解 不 出 
“ 泰 末 拉 ， 这 不 是 求 x 之 类 的 问题 。 也 就 是 说 ， 这 并 不 是 方程 式 。” 我 一 


入 全 


2 
“这 难道 不 是 方程 式 ? ” 


“是 出 这 不 是 方 得 起 > 而 是 恒 导 起 区 卡片 下 的 起 于 咒 逐 人 恒 寺 起 
样 ， 即 对 于 所 有 的 x 都 成 也 。 我 想 这 是 一 个 求 数 列 au, al, as, … 的 问 


“ 哦 ..……... 学 长 ， 能 不 能 提示 一 下 我 啊 ? 后 面 的 主干 问题 我 目 己 来 解决 ， 
束 提 示 一 下 最 开始 的 一 扣 扩 线索 好 吗 ?” 
et 


一 直到 达 无 限 的 彼 翌 。 


9.1.2 无限 次 多 项 去 


“ 那 我 们 来 这 样 设 定 问题 吧 。* 我 一 边 说 ， 一 边 在 泰 采 拉 的 卡片 上 开始 


问题 9-1 


假设 函数 sin x 能 展开 成 如 下 所 示 的 昭 级 数 。 这 时 ， 求 数列 Wars 的 
退 项 公式 。 


sinzr 一 ye na rk 


“什么 叫 虹 级 数 啊 ? ” 


“ 像 这 张 卡片 右边 那样 的 无 限 次 多 项 式 就 是 震级 数 。 多 项 式 _ “比如 
说 ， 关 于 x 的 2 次 多 项 式 你 总 知道 吧 。>” 


“比如 这 个 式 子 。” 她 把 笔记 本 挫 和 开 。 

ar: +brie 二 次 多 项 式 (? ) 
“是 的 。 但 是 严格 来 讲 是 钳 的 。 必 须要 添上 az 0。 不 然 的 话 ， 比 如 a= 
0b 关 0 时 ， 吏 不 是 二 次 多 项 式 了 ， 台 变 成 了 一 次 多 项 式 了 。 上 所 以 要 把 条 
件 深 上 。?” 
“好 。 ?? 
她 马上 回应 ， 并 记 在 了 笔记 本 上 。 人 很 秒 。 

ar: +briec 二 次 多 项 式 (a zx 0) 


学长， 这样 说 的 话 ， 无 限 次 多 项 却 怠 应 诅 这 样 写 喉 。 但 是 ， 总 觉得 怪 
小 勾 
Es 


re i 0 ri ee i 无 限 次 多 项 式 (? ) 
哦 ， 原 来 她 是 这 样 想 的 啊 .……. 
“不 ， 那 是 乱 来 ， 泰 条 拉 。 无 限 侈 多 项 式 要 从 系数 小 的 项 开始 号。 无 限 


次 中 的 ‘< 无限’ 可 以 用 ... 来 表现 。 比 较 一 下 下 面 的 式 子 就 清楚 了 。” 
a0 十 a12 十 a22” 二 雇 多 项 式 (a2 天 0) 
ao0 十 218 十 a22 十 …， 无 限 次 多 项 式 ( 硕 级 数 ) 
“ 啊 ， 原 来 如 此 呀 。 先 写 x 的 指数 小 的 那 一 项 呀 。 不 过 想 想 也 是 应 该 这 
个 样子 的 ...... 但 是 为 什么 不 用 qa, b, c, … 而 是 用 au qj, an, … 了 呢 ? ” 
“因为 系数 使 用 a, pb, c … ,2z 的 话 ， 那 后 面 的 x 的 次 数 束 只 能 用 从 0 到 25 
这 些 数 字 了 。 字 母 只 有 26 个 呀 。 而 且 ， 要 是 变量 使 用 x 的话 ， 系 数 上 
容易 写 通 项 的 缘故 ， 也 融 是 “通过 引入 变量 进行 一 般 化 *。 那 么 在 这 里 ， 
我 们 不 使 用 2,， 将 问题 9-1 的 式 子 改写 试 试 看 。” 


3inzs 二 Qo 十 QT 十 G2 十:… 十 Qrzw* 十 ..， 
We 
一 般 项 


“到 这 里 就 求 出 了 数列 (0x) 了 。>” 
“不 对 不 对 ， 这 还 是 刚刚 的 问题 9-1， 只 是 将 于 具体 写 出 来 了 而 已 。 以 
sin x 的 变化 为 依据 求 数 列 (ox)， 这 才 是 问题 所 在 。 也 就 是 要 找 出 ao, al， 
qa, 的 实际 的 值 。” 


“实际 的 值 能 明白 吗 ? aa ,ao 全部? 
“ 喇 ， 全 部 。 把 三 角 函 数 sin x 男 出 来 束 古 这 样 的 曲线 ， 即 正弦 波 。 看 了 
图 像 ， 号 上 就 能 知道 qo 的 值 了 。? 我 一 边 绘 图 一 按说 道 。 

三 gin 必 的 图 从 


吉 元 
SN 到 







aT 






“上 面 图 像 中 的 ao 到 底 表 示 什 么 呢 ? 能 不 能 把 au 具体 等 于 几 说 出 来 
呢 ? 
“ 啊 ? 我 可 能 不 知道 哦 。” 
“你 一 定 知道 。 你 一 定 能 思考 出 来 。 加 油 ! 再 思考 一 下 。” 
泰 朱 拉 认真 地 对 比 图 像 ， 开 始 探 求 ao 的 值 。 
| 


站 
ni 二 十 员工 十 9977 十 037 十 


她 的 表 悄 非 第 丰富 。 开 心 之 时 ， 困 惑 之 时 ， 沉 思 之 时 ， 心 情 都 下 接 有 反映 
在 了 脸 上 。 光 看 看 她 这 样 ， 我 的 心 悄 也 部 要 随 她 一 起 波动 起 来 。 


中， 大 眼睛 是 她 吸引 人 的 地 方 。 会 动 来 动 去 的 瞳孔 、 稚 张 的 动作 也 让 人 
感觉 很 不 错 。 而 且 节 重要 的 是 她 百 来 直 去 的 性 格 .……… 但 是 ， 解 析 那 些 东 
西 很 是 无 聊 的 啊 。 泰 来 拉 啊 泰 示 拉 。 


过 了 一 会 儿 ， 她 很 高 兴 地 抬 起 了 头 。 
“学 长 。 真 简单 ， 我 弄 出 来 了 。 答 守 是 0。al 应 该 等 于 0， 对 吧 ? ” 
“ 咀 。 正 确 。 怎 么 得 出 来 的 呢 ? 
“因为 通过 图 你 可 以 知道 ，sin 0 的 值 等 图 像 古 经 过 x=0,， y=0 这 
do 也 融 征 说 ， 如 果 x 是 0 的话， 0 
m 十 oz 十 q2z 十 … 也 应 该 等 于 0， 因为 它 是 等 于 sin 0 的 。 然 后 ， 如 果 


把 x=0 代入 式 子 的 话 ， 剩 下 的 就 只 有 ao， 因 为 oo 以 外 的 各 项 都 由 于 x 
= 0 的 关系 消去 了 ， 所 以 只 剩 下 ao， 故 ao 的 值 为 01>” 


“确实 如 此 ， 但 是 不 准 大 声 喷 喷 噢 ! ” 
“ 呵 ， 丰 好 意思 。” 
“那么 往 下 一 步 进 行 吧 。ao 以 外 的 值 ， 你 知道 是 多 少 吗 ? ” 


泰 朱 epee ha he oan 案 之 后 ， 有 眼睛 睁 得 更 大 了 ， 
全 神 贯 注 地 看 着 式 子 ， 开 始 计 算 


虽 。 平 时 手 仿 和 脚 乱 的 泰 栗 拉 一 到 关键 时 候 ， 那 种 集中 注意 力 的 能 量 偿 芮 
尾 令 人 租 假 。 这 个 也 是 她 吸引 人 的 地 方 。 


泰 末 拉 开 始 投 入 到 问题 9-1 的 解决 之 中 去 了 。 


我 也 开始 去 解决 自己 卡片 上 的 问题 六 1 让。 打开 笔记 本 ， 手 握 自动 铬 
笔 。 首 先 从 抓 住 具体 的 状态 开始 。 


这 里 是 图 书 室 。 我 们 是 高 中 生 。 在 安静 的 环境 中 开始 学 习 了 。 


9.2 自学 


在 回 家 的 路 上 ， 我 和 泰和 汞 拉 绕 着 小 区 弯 弯 曲 曲 的 小 路 ， 辐 车 站 走 去 。 像 
往 审 一 样 ， 我 跟着 秦 朱 拉 的 步伐 慢 慢 走 。 
“sin x 的 需 级 数 ， 你 思考 到 哪里 了 ? ” 

| 


| 站 
41 一 UD = 1 一 一 oT 一 一 加 3 了 工 Hn 


把 x= 0 代 进 去 可 以 知道 qo = 0， 所 以 我 就 想 把 X= 3 7 和 X= 元 代 进 去 算 
i 因为 就 我 对 sin 的 了 解 ， 也 仅仅 局 限于 知道 snz=1L，sinr=0 而 


本 小 声 地 讽 看 “小 痕 波浪 流浪 ”， 在 空中 用 手 示 意 了 一 下 正 
驴 波 。 
“原来 如 此 。? 我 抑制 不 住 微 实 


“但 是 ， 即 便 知 道 sn3 = 1 内 为 不 知 才 大 硅 的 部 分 ， 也 就 是 把 x=3 代 
入 石 边 的 宕 级 数 后 是 什么 样 ， 所 以 还 是 卡 住 了 了 .…… 


“要 不 要 我 提示 你 一 下 ? ” 

Ne 

“ 泰 示 拉 ， 你 知 姓 研究 函数 最 强 有 力 有 的 武 故 是 什么 吗 ? ” 

“武器 吗 ? ” 泰 打 拉 闭 上 左 眼 模仿 着 用 枪 打 我 的 样子 。 

“研究 图 数 最 强 有 力 的 武 锋 之 一 是 微分 。” 

“微分 ?这 个 我 还 没有 学 呢 。 听 倒是 昕 说 过 的 ， 学 习 的 兴趣 倒是 有 的 。” 
“如 果 去 图 书 室 和 书店 ， 有 很 多 很 多 书 吧 ? 从 学 习 参 考 书 到 专门 的 书 ， 


任意 挑选 。 在 学 校 跟 老 师 学 习 时 ， 和 学习 的 动机 很 重要 。 但 是 如 朵 只 是 张 
看 嘴 等 看 老师 从 1 到 10 教 的 话 吏 太 被 动 了 。 倘 在 说 有 兴趣 的 话 。” 


她 有 点 困惑 。 可 能 是 我 说 得 有 点 严重 了 。 

“ 泰 朱 拉 因 为 很 喜欢 观 语 ， 所 以 会 阅读 外 文书 吧 ? ” 

“是 有 的。 我 经 常 斌 paperback。” 

“如 果 有 不 仅 的 单词 ， 难 道 承 等 学 校 老 师 教 吗 ? ” 

“不 。 我 会 目 己 碍 字典 来 解决 ， 我 从 来 不 等 到 老师 在 读音 上 教 ， 因 为 我 
总 是 迫不及待 地 想 知 道 后 面 的 内 容 ..….... 啊 ， 我 明白 了 ， 学 长 想 要 告诉 我 
的 是 那个 道理 啊 。” 

224 第 9 章 胡 勒 展开 和 巴塞 尔 问题 

“对 。 我 们 是 因为 喜欢 才学 习 的 。 没 有 必要 每 老师 ， 也 没有 必要 等 到 上 
课 ， 只 要 找 一 下 书 ， 问 题 束 可 以 解决 。 只 要 去 看 一 下 书 就 行 了 。 我 们 要 
广泛 地 、 有 深度 地 一 直 往 下 学 习 。” 

“确实 ， 读 英语 书 的 时 候 ， 我 会 不 停 地 往 下 看 下 去 ， 也 总 是 期 待 着 读 下 
一 本 书 。 不 是 单单 查 奏 单词 ， 而 是 用 thesaurus 来 找 synonym。 啊 ， 原 来 
如 此 啊 ， 数 学 也 应 该 像 那 样 自己 不 断 地 学 习 下 去 对 吧 ? 想 想 这 也 是 理 所 
当然 的 事情 ...... 有 时 感到 好 像 不 可 以 目 己 随便 先 往 下 学 习 的 样子 ， 因 为 
课堂 上 还 没有 教 。” 

“我 们 好 像 贫 开 话 题 了 ， 刚 才 说 到 哪里 了 呢 ? >” 


“where were we ? ” 


“ 唱 ， 学 长 ， 我 们 还 去 那 家 叫 ' 豆 子 ' 的 咖啡 店 好 吗 ? 
我 没有 力量 抵抗 索 休 拉 的 建议 。 


9.3 在 那 家 叫 “ 辟 子 ? 的 咖啡 店 


9.3.1 ”人 微分 的 规则 


和 泰 末 拉 一 起 来 到 车 站 前 那 家 名 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 ， 我 已 经 不 知道 这 走 
第 几 次 了 。 不 知 不 沉 中 ， 我 们 养 成 了 并 排 坐 的 习惯 。 因 为 面对面 的 话 ， 
式 子 比较 难 阅 读 。 坐 下 来 后 ， 我 们 与 上 束 扒 开 了 笔记 本 。 


“现在 开始 讨论 的 内 容 中 ， 如 果 不 异 三 角 函 数 的 微分 和 多 项 式 的 微分 的 
话 ， 多 少 有 些 困难 。 难 的 地 方 我 会 只 讲 一 些 重 点 ， 你 就 认为 那 是 微分 
的 规则 ' 束 好 了 。?” 
“没关系 。 我 会 加 油 的 。” 泰 条 拉 紧 紧 地 握 着 双手 。 
“假设 sinx 用 如 下 知 级 数 来 表示 。” 

sinT = 二 ort ar 二 +-… 


“sin x 能 这 样 表示 并 不 是 一 目 了 然 的 。 虽然 必须 要 严格 地 证 明 一 下 ， 但 
是 现在 不 想 深入 。 我 们 的 目标 是 弄 清 无 穷 数列 (at) ~ ao,a1,02,… 是 一 个 
怎样 的 数列 。 也 就 是 要 把 sin x 这 个 函数 分 解 成 (ax) 这 个 数列 。 这 个 就 
叫 作 函 数 的 宕 级 数 展开 。 到 这 里 为 止 ， 你 都 听 懂 了 吗 ? ” 

泰 杂 拉 认 认 真 真 地 点 了 点 头 ， 


“这 当中 ，ao 的 值 刚 刚 泰 条 拉 使 用 x=0 找 了 出 来 。 因 为 sin0=0， 所 以 
以 下 式 子 成 六。” 

on0 一 U 
看 着 泰 示 拉 人 微微 地 后 了 乓 尖 ， 于 古 我 继续 说 了 下 去 。 
“你 还 不 性 微分 的 知识 ， 但 古 现在 没有 时 间 ， 所 以 我 们 暂时 先 个 讲 那 些 
微分 的 定义 。 你 可 以 先 把 微分 力 成 是 单单 的 计算 法 则 ， 把 微分 看 作 
是 ‘根据 函数 千 出 函数 的 一 种 计算 '。 反 正人 不 害 看 作 什 么 部 行 。” 


“根据 函数 造 出 函数 的 一 种 计算 ? ” 


“是 的 。 把 函数 flx) 微分 挥 ， 束 能 得 到 列 的 函数 。 我 们 把 得 到 的 函数 叫 
作 flx) 的 导 阔 数 。flx) 的 导 函 数 写成 PK， 当然 也 有 列 的 写法 ， 但 是 
fx) 征 最 经 名 使 用 的 。?” 


f(z) 函数 f(z) 
上 微分 
f(z) 函数 f(z) 的 导 函 数 


“这 里 我 列 准 几 个 微分 的 规则 。 虽 然 这 些 规 则 根据 微分 的 定义 能 够 严格 
证 明 ， 但 是 我 们 在 此 先 往 下 进行 下 去 。” 


微分 的 规则 (1) : 常数 的 微分 等 于 0。 


(oa =0 


微分 的 规则 (2) : x? 的 微分 等 于 nzr™1。 


(I™) 一 mn (指数 下 降 ) 


微分 的 规则 (3) : sin x 的 微分 等 于 cos x。 
(sinzr) = cos zx 
“这 些微 分 的 规则 应 该 是 从 最 一 开始 就 给 定 的 吧 ? ?泰和 东 拉 问 道 。 


“ 咽 ， 是 这 样 的 。 那 么 ， 把 这 个 式 子 的 两 了 边 用 x 做 分 一 下 吧 。” 我 在 笔记 
本 上 号 下 式 子 。 


二 入 中 a rr L J 二 四 加 4 
3] 卫 了 一 加 十 电工 十 吏 工 十 本 了 十 QT 十- 
EE 


(sinz) = (ao 十 az 十 oa2 + aar + asr’ +-…) 
“微分 的 结果 就 是 如 下 形式 ， 这 里 你 应 该 可 以 理解 吧 ? 泰 淋 拉 1 ， 
cos 了 一 上 十 20o7 十 3a3z + dogr + -…: 
她 反复 地 比较 看 微分 的 规则 和 上 和 面 的 式 子 。 


因 ...... 左边 是 微分 的 规则 (3) 对 吧 ? 把 sin x 微分 挥 就 变 成 了 cos x， 
访 宫 庆生 用 了 微分 的 规则 (2)〉。” 


a 其 实 本 应 该 把 微分 运算 符 的 线形 性 和 对 察 级 数 的 适用 性 也 证 明 
a 


“pM 。 但 是 dQ, 已 么 不 见 了 呢 ? 


“qo 是 和 X 没有 关系 的 第 数 ， 所 以 适用 微分 的 规则 〈1) 一 一 第 数 的 微分 
等 于 0。” 


“我 明白 了 ， 学 长 。 我 终于 理解 根据 微分 的 规则 能 够 得 到 以 下 式 子 了 。” 


四 0 
coOST = a + 2a97 + Ba3T’ 十 4adz + 


9.3.2 ” 喝 进 一 步 侯 分 


“一 小 个 四 J 人 和 你 吉利 qj 有 的 值 是 多 少 吗 ?如 果 有 y= cos 
x 有 的 图 像 蕊 上 束 能 知道 了 。 


i nm 内 : 
cos 工 一 al 十 20o7 十 3a3z 十 4adz2 + -… 





“ 虽 ...... 和 刚刚 的 问题 是 相同 的 道理 吧 ? cos x =.… 的 式 子 中 ， 用 x=0 
代入 束 行 了 对 吧 ? 嘿 ..…….. 驶 是 这 样子 的 。” 


cos0 一 ad 十 2az-0 二 3ag .0 十 40 


一 Ul] 


“根据 图 像 可 知 cos 0 = 1， 所 以 就 得 到 了 这 个 。” 


al 二 1] 
“是 的 。 ”我 点 了 点 头 。 
泰 林 拉 腔 上 露出 了 突 容 。 


“学 长 ! 我 知道 后 面 应 该 是 什么 样子 的 了 。 接 下 来 把 cosx 微分 一 下 
吧 。?” 


“上 咽 。 说 得 对 ! 因此 ， 如 果 有 (cosx)' 的 计算 法 则 束 好 办 了 ， 也 惑 是 cos x 
时 “微分 的 规则 ?。” 


微分 的 规则 (4) : cosx 的 微分 等 于 -sin x。 
(cos T) 一 一 Sinz 
“也 就 是 要 把 cos x 微分 一 下 ...... 


COS I = 01 十 202T 十 3a37 十 daa rT ee 


| cos Tr) 一 1al 十 ao 十 da3sT 十 daar” 下 ) 


“现在 就 变 成 这 样 了 。” 索 杂 拉 脸蛋 红 红 地 说 道 。 


一 SIT 一 20o 十 Da3T 十 12aa 7 十 ……， 
“ 喝 。 对 的 。 现 在 要 求 的 系数 是 多 少 呢 ? "我 问 首 
是 ov。 和平 单一 样 ， 把 x= 0 代 进去 。” 秦 示 拉 忽忽 忙 忙 地 写 在 笔记 本 


一 sinz = 2a2 + 6aa2 + 12aax” 十 .…， 刚才 得 到 的 式 子 
一 sin0 = 2a» 把 x = 0 代 进 去 
ao 一 根据 gsn0 王 0 整理 


“这 样 qa, = 0 就 求 出 来 了 。 好 像 在 不 断 地 用 那个 最 强 有 力 的 武 强 啊 。 我 
好 像 找 到 感 完 了 。 下 一 个 微分 的 规则 是 什么 昵 ?” 


“有 没有 部 不 要 案 了 。” 


“可 是 这 回 不 得 不 把 -sin x 微分 擂 啊 ...... 啊 ， 我 知道 了 ! 这 个 根据 sin x 
的 微分 惑 可 以 知道 了 ， 对 吧 ? ” 


“是 的 。 剩 下 的 束 是 反复 重复 。” 
“反复 重复 ? ” 


“把 sin x 做 分 一 下 束 变 成 cos x， 把 cos x 微分 一 下 束 变 成 了 -Sin 2 X .....， 
这 样 就 形成 了 ‘周期 是 4 的 反复 :。 这 是 三 角 图 数 的 微分 的 特征 。 


三 角 函 数 的 做 分 


Sl _ CO 化 
一 COS 区 《一 一 一 — SBIN x 
微分 


“我 懂 了 。 那 么 下 面试 着 求 ay。” 


-sinz 一 2aos 十 6asz 十 12asz” 十.…. 刚才 得 到 的 式 子 


(一 sinz) = (2aas 十 6asz 十 12a42 十 两 边 微 分 
一 coszr = 6as 十 24a4dz 十 … 根据 “微分 的 规则 ” 
— C0O80 三 Das 将 z= 二 0 代入 
aa 二 -a 根据 cos0 = 1 整理 


“好 ， 求 出 来 了 ，% = -5。 接 下 来 再 求 dj” 


“请 稍 等 。 这 样 一 个 一 个 地 把 系数 求 出 来 也 是 可 以 的 ， 但 是 最 好 整体 一 
起 考虑 。” 





9.3.3 ”sin x 的 泰勒 展开 


我 们 呜 下 已 经 完全 冷 挥 的 师 啡 ,打开 笔记 本 新 的 一 页 。 我 口头 提示 她 ， 
泰 赤 拉 目 己 把 式 子 写 在 笔记 本 上 。 


“现在 我 们 要 把 SIN X 展开 成 项 级 数 。 刚刚 求 出 了 d0, U1, Ud>, U3 这 411 个 系 
数 ， 数 整体 一 起 求 出 来 。 先 把 sin x 的 需 级 数 展开 式 重 新 
写 一 届 。” 我 说 道 。 

“< 是， 是 这 个 对 吧 ? 。 
sinT=00 二 TT 二 dT 十 dT 十 dT 十 QsT? 十 -… 


， 是 这 样 的 。 不 过 把 x 写成 x 更 好 些 。 


~ 
~ 
\ 工 二 
酒 


sinT = 二 00 二 QT 二 + qr 十 a37 十 qqT 十 Q57? 十 -… 
“两 边 一 二 微分 下 去 。 注 意 做 分 的 时 候 不 要 计算 系数 ， 留 下 积 的 形式 。” 
“ 咖 ? 学 长 ..……... 不 用 计算 吗 ? ” 


“是 。 不 计算 。 因 为 把 积 的 形式 你 留 下 来 容易 及 现 ' 规 则 性 *。 先 试看 做 做 
看 吧 。 特 列 是 要 注意 冲 数 项 。” 





“好 。” 
Sin I = ao 十 alz- = aas 二 Gap 十 au 十 ag25 十 ,.， 
1 微分 
cosz 一 1.al 十 2.aoz 十 3.asz 二 4.040 十 5 .65x 十 :…: 
上 微分 
一 sinz 一 2.1.az 十 3.2.asz 十 4.3.adz 十 5.4.asz 十 :…: 
上 微分 
-cosz 一 3.2.1.as 十 4.3.2.a4zl 十 5.4.3.a5z2 十 .…， 
微分 
sinz 一 4.3.2.1.a4d 十 5.4.3.2.a521l 十 .…: 
4 微分 
cosT =9.4.3.2.1.as++-.… 
4 微分 





“学 长 ! 找到 ‘规则 性 * 了 。5:4:3:2:1 这 种 有 规则 的 积 显 现 出 来 了 ! 原 
来 如 此 啊 ， 这 束 是 ' 微 分 的 规则 《〈2) * 中 出 现 的 ‘指数 下 降 ’ 的 意思 吧 。 终 
于 搞 恒 了 来 数 变化 的 规则 性 了 。” 


“对 对 。 目 己 动手 写 一 下 云 子 ， 那 种 感觉 融 油 然而 生 了 。 不 是 区 用 眼睛 
来 看 ， 用 手 杀 笔 写 写 看 也 是 非常 重要 的 。 泰 末 拉 。” 

“还 真 的 是 那样 呢 。” 

“ 接 下 来 ， 我 们 观察 一 下 导 函 数 中 x=0 时 情况 会 怎么 样 。” 


“好 。 观 察 。 束 像 小 时 候 写 罕 牛 花 观 察 日 记 一 样 呢 。 叫 ...... 因为 sin0 = 
0，cos 0=1， 所 以 ...... 


0U 一 an 
十 1 一 1. ai 
We 


0=2:.1.:9 

一 1 =3:.2.1.a 
0=4:.3.2-.1:.a 
+1] = 二 5.:4.:3.2:.1.:as 


“找到 规则 了 。” 

“ 唱 。 左 边 的 1 写成 +1 是 不 是 更 好 一 点 ? 因为 我 们 要 求 的 是 数列 \ary 对 
吧 ? 所 以 把 上 面 的 式 子 整理 一 下 ， 使 ak 都 在 左边 ，5.4.3.2.1 写作 阶乘 
5!， 这 样 sin x 束 能 展开 成 晕 级 数 了 。 先 来 具体 地 写 一 下 下 式 的 鸣 吧 。” 


- 二 rd 
~ TOLT Uo TT UL 十 


“好 ，0 可 以 跳 掉 ，q1, qs q, ， 好 ， 写 完了 。， 
“ 咽 。 泰 条 拉 写 的 晕 级 数 展开 ， 其 实 就 叫 作 sin x 的 泰勒 展开 。” 
sin x 的 和 泰勒 展开 


“但 是 这 个 要 记 住 的 话 好 像 概 难 的 ， 因 为 很 复习 。” 


“确实 很 复 洒 ， 但 是 仔细 观察 一 下 ， 我 们 会 友 现 这 是 理所当然 的 。 比 
如 ， 分 母 上 的 阶 滋 1! 3! 5! 征 通过 多 雇 微分 导致 指数 下 降 得 到 的 。+ 和 - 
交互 出 现 ， 以 及 没有 x 的 偶数 钦 方 ， 原 因 束 在 于 0, +1, 0, -1 的 反复 。 日 


已 动手 导出 来 束 不 会 态 挥 了 。” 
“哈哈 ， 原 来 如 此 。 或 许 并 不 是 那么 难 。” 


ee 阶乘 和 款 次 方 重新 写 一 过 ， 束 会 发 现 式 子 变 得 军 
T 芝 了 。?” 





I 
“感觉 很 整齐 ， 这 样 写 也 可 以 吗 ? ” 
“当然 可 以 啦 。 为 了 让 自己 更 好 地 理解 ， 为 了 发 现 乐趣 ， 尝 试 各 种 写法 
都 是 可 以 的 。 好 像 欧 拉 在 书 中 也 把 x2 写成 过 xx， 但 是 在 考试 的 时 候 写 
成 xx 就 不 太 好 了 。 好 了 ， 这 样 我 们 就 能 得 出 问题 9-1 的 答案 了 。*” 

q 阿 ， 那 个 卡片 啊 ， 我 都 忘记 了 ! 答案 是 这 样 的 ， 对 吧 ? ” 
问题 9-1 
假设 函数 sin x 能 展开 成 如 下 所 示 的 曙 级 数 。 这 时 ， 求 数列 (ax) 的 
通 项 公式 。 


slrl 一 3 qk 
k= 人 0 
“数列 asi 可 以 根据 k 除 以 4 的 余数 分 类 。” 我 说 。 
解答 9-1 
kk 除 以 4 的 余数 为 0 时 
k 除 以 4 的 余数 为 1 时 


天 除 以 4 的 余数 为 2 时 
一 十 天 除 以 4 的 余数 为 3 时 


kk 一 


久 十 全 
I 


9.3.4 极限 函数 的 图 像 


“话说 回来 ，sin x 的 泰勒 展开 的 含义 ， 我 们 再 更 进一步 思考 一 下 。 再 把 
sin x 的 泰勒 展开 写 出 来 。” 





“ 喝 .……. 可 以 写 那个 整整 齐 齐 的 泰 勤 展开 吗 ? 总 感觉 想 写 一 下 。” 
五 下 -万 "本 TTT:T:T TT:T-:T:T:T:I 
snzTr 一 十 一 一 


TL IT oo dd dn 


“上 忠 ， 泰 未 拉 。 这 个 式 子 是 由 无 穷 级 数 ， 也 束 古 无 限 个 项 的 和 组 成 的 。 

现在 考虑 一 下 无 穷 级 数 中 有 限 个 项 的 部 分 和 和 。 就 取 到 x* 项 为 止 的 有 限 
个 项 的 部 分 和 吧 ， 假 设 部 分 和 的 名 字 为 sx(X)。 妆 然 ，sk(%) 也 是 关于 x 的 
图 数 。” 
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我 从 书包 中 把 画图 用 的 纸 取出 来 。 

“ 试 着 画 出 函数 s1(x), sa(X), sc(X), sz(x), … 的 图 像 ， 也 就 是 K= 1 3, 5, 7,，.… 
时 y= sy(x) 的 图 像 。 这 样 葡 会友 现 这 个 函数 在 渐渐 地 接近 sin x 的 样 
J 


我 边 说 边 把 图 像 男 了 出 来 。 


it 是 


一 si(z) 





i 最 
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“原来 如 此 。 学 长 ， 我 当时 没有 理解 把 sin x 用 才 级 数 来 表示 的 含义 。 通 
过 “微分 的 规则 "得 出 那些 式 子 ， 这 个 我 是 理解 的 ， 不 过 当时 我 还 纳 亲 得 
出 这 些 式 于 叉 能 怎么 样 呢 :。 但 是 ， 看 了 这 个 图 像 ， 我 明日 了 ， 当 天 变 
大 时 ，skCo 越 来 越 接近 sin x。 正 弦 流 不 断 波 出 去 的 样子 好 可 爱 啊 。” 


“是 的 ?? 


“但 是 ， 学 .…... 学 长 。 我 讲 得 不 是 很 好 。 束 是 说 sn x 这 个 东西 只 不 过 有 是 
个 名 字 对 吧 ? 也 束 古 仅仅 是 把 作 个 函数 写成 sin x 而 已 。 泰 勒 展开 也 只 
是 把 那个 相同 的 函数 用 项 级 数 的 形式 表示 出 来 而 已 。sin x 和 只 级 数 的 式 
子 外 观 不 一 样 ， 但 是 函数 的 性 质 是 相同 的 。 所 以 ， 变 成 暴 级 数 的 形式 下 
显得 非 第 方便 。 丰 好意 四 ， 我 忌 古 说 个 好 。” 


“不 ， 不 ， 泰 示 拉 ， 你 很 历 害 。 你 把 本 质 搞 恒 了 。 想 要 研究 孙 数 的 时 
修 ， 那 个 函数 如 果 能 进行 泰勒 展开 的 话 ， 束 能 够 在 方便 操作 的 多 项 式 的 
延长 线 上 进行 研究 。 比 如 ， 像 刚才 的 skoo 那样 ， 在 状 虑 近似 的 情况 时 
距 很 有 帮助 。 因 为 是 无 穷 的 ， 所 以 在 处 理 的 时 候 要 多 加 注意 。 但 是 项 级 
数 的 形式 是 非常 方便 的 。 这 么 说 来 ， 在 解 过 流 那 契 数列 和 卡 华 兰 数 时 便 
用 的 生成 函数 也 是 匿 级 数 的 形式 。” 


“我 在 学 校 听 老师 讲 诛 的 时 候 ， 尽 是 注意 些 细 下 的 地 方 ， 结 来 主干 的 内 
容 反 而 不 恒 了 。 为 什么 做 ， 在 做 什么 ， 我 大 脑 全 混乱 了 。 但 是 ， 听 学 长 
的 医 时 完全 相反 。 细 小 的 地 方 一 一 日 后 目 己 也 能 捅 情 的 地 方 都 能 略 过 
去 ， 为 了 什么 而 干什么 ， 思 路 都 搞 得 清 清楚 楚 的 。” 


“不 ， 不 是 那样 。 泰 从 拉 的 理解 能 力 .……” 
“就 是 那样 的 ! ” 

泰 杀 拉 挤 住 了 我 的 话 。 

“是 那样 的 。 学 长 。 比 如 今天 ， 我 对 于 微分 完全 不 懂 ， 宕 级 数 和 泰勒 展 
开 这 些 词语 ， 我 也 是 有 生 以 来 第 一 次 听 说 。 但 是 ， 我 搞 懂 了 。 如 果 使 用 
泰勒 展开 的 话 ， 就 能 够 像 玩 弄 多 项 式 一 样 研究 函数 。 虽 然 让 我 自己 一 个 


人 来 做 有 的话 肯 定 古 不 行 的 ， 但 是 我 现在 知道 要 把 复 森 的 函数 问题 转化 为 
无 限 次 多 项 式 一 一 窜 级 数 一 一 x* 的 无 限 和 这 样 的 方法 了 。” 








林 拉 把 萄 类 在 胸 前 握 得 案 案 的 。 


Reel eh ene ehh es A 还 记 的 。 我 抓 住 了 一 种 
思考 问题 中 到 “ 试 一 试 泰勒 展开 如 何 ， 


这 者 多 亏 了 学 长 您 响 ! ” 


她 的 视线 突然 从 我 的 脸 上 转移 开 ， 沙 到 了 果子 上 辆 看 图 像 的 那 张 纸 上 。 
不 知 追 为 什么 她 的 脸 烦 变 得 红彤彤 的 。 


Ee (a 三 用 本 守 长 您 这 么 多 宝 贯 的 时 间 ， 真是 对 不 起 。 我 
真有 的 是 非常 爱 昕 学 长 的 话 。 学 长 ， 我 .…… 


泰 霖 拉 抬 起 涉 ， 一 动不动 地 看 着 我 说 道 
“学 长 教 我 的 泰勒 展开 ， 我 一 生 部 个 会 瑟 











9.4 目 己 家 
晚上 。 
我 在 自己 的 房间 里 看 着 村 木 老 师 给 我 的 卡片 我 设 定 的 问题 是 这 样子 


问题 9-2 


右 下 而 的 无 穷 级 数 收 全 ， 求 它 的 值 。 奢 个 收 全 ， 请 证 明 。 


逐 项 看 了 看 ， 但 是 好 像 不 是 很 简单 就 能 抓 住 线索 的 。 试 试 数值 计 算 吧 ? 
也 就 是 说 ， 先 不 管 Ze=1 它 这 个 无 穷 级 数 ， 而 是 用 具体 的 n 来 计算 
jk_1 启 的 部 分 和 。 白 天 只 是 一 个 劲 地 钻研 泰 攻 拉 的 卡片 了 ， 数 值 计算 

也 只 进行 了 一 
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还 不 是 很 明白 ， 国 图 像 看 看 吧 。 


打开 书包 却 没 找到 画图 像 用 的 纸 。 喷 ? 难道 所在 学 校 里 了 ? 
部 分 和 好 优 不 是 妃 剧 增加 ， 但 是 也 不 能 说 是 收敛 的 ， 融 像 前 儿 天 的 那个 


调和 级 数 那样 绥 绥 地 友和 获 。 
这 么 说 来 ， 这 个 陈 子 与 调和 级 数 很 相似 。 


》 五 这 次 的 问题 9-2 
y 。 调和 级 数 


不 同 的 只 有 一 点 ，k 的 指数 。 这 次 的 问题 9-2， 因 为 是 求 声 的 和 ， 所 以 A 
的 指数 是 2。 另 一 方面 ， 调 和 级 数 因 为 是 求 志 的 和 ， 所 以 k 的 指数 是 
1。 


指数 ， 指 数 。 这 么 说 起 来 ， 
的 定义 在 笔记 本 上 又 写 了 


尔 带 告 诉 过 我 什么 是 函数。 我 把 函数 


过 


下 3 


ET (Z 函数 的 定义 式 ) 
使 用 这 个 定义 ， 调 和 级 数 就 可 以 表示 成 Z(1)。 


a — 1] 
ctl} = 一 
和 (用 “ 函数 来 表示 调和 级 数 ) 
问题 9-2 也 可 以 与 成 ? 函数 的 形式 。 因 为 指数 是 2， 所 以 驶 是 5(2)。 


(用 “函数 来 表示 问题 9-2 ) 
名 字 ， 名 字 。 但 是 ， 虽 然 这 样 命名 了 ， 可 思路 并 没有 打开 啊 。 


9.5 ”代数 学 基本 定理 


“你 知道 代数 学 基本 定理 吗 ? ” 
早 展 ， 刚 进入 教 宇 ， 米 尔 器 突然 用 手指 看 我 问 远 。 


米尔 肥 古 我 的 同班 同和 学。 她 很 担 长 数学 ， 她 的 水 平 已 经 完全 超过 了 和 学校 
所 教 的 水 平 ， 爱 看 目 己 品 欢 的 书 ， 和 寻找 问题 ， 然 后 解决 。 我 里 然 也 不 是 
个 擅长 数学 ， 但 仍 不 是 米尔 吻 的 对 于 ， 不 过 我 也 没有 因此 而 感到 目 尾 。 
只 是 ， 我 也 想 看 看 她 正在 看 的 世界 。 


数学 的 天 、 人 伟大、 深奥， 我 只 是 刚刚 体会 到 了 一 后 操 而 已 。 当 我 站 在 书 
店 里 数学 关 的 书架 前 时 ， 残 会 及 现 目 己 还 有 大 半 的 书 都 不 能 理解 。 与 此 
辣 时， 我 也 会 四 到 她 。 米 尔 时 的 知识 乞 葛 有 多 少 呢 ? 

于 征 ， 我 开始 类 失 目 我 。 正 在 思考 数学 ? 正在 已 考 目 我 ? 正在 思考 
她 ? ...... 我 为 我 目 己 的 幼稚 而 烦 忆 。 她 干什么 看 上 去 虱 好 像 很 注 酒 的 样 
子 。 与 她 相 比 ， 我 每 天 只 是 在 撑 弄 一 些 式 于 ， 感 觉 慢 了 好 几 白 步 的 样 
了 了。 

不 ， 不 ， 想 这 些 东 西 也 没有 用 ， 也 像 泰 条 拉 那 样 说 声 “ 加 油 ” 吧 。 

“米尔 台 ， 代 数学 基本 定理 ? 是 不 是 吏 是 站 次 方程 束 有 个 解 ? ” 


“ 咽 ， 大 致 OK。 复 系数 的 n 次 方程 就 有 n 个 复数 解 ， 重 根 按 重 数 计 


“好 长 啊 。” 


“局 斯 老师 发 现 了 它 。 令 人 惊奇 的 是 ， 那 个 时 候 局 斯 老师 才 22 岁 ， 而 旦 
0 NR SE 
a ! ，” 


米尔 肿 好 像 已 经 开局 了 话 咏 模 式 。 在 我 来 之 豚 ， 她 好 像 正 在 对 看 都 是 侃 
侃 而 谈 。 我 一 来 ， 痢 品 束 立刻 回 到 目 己 的 座位 上 了， 好 像 在 说 :“ 还 十 
你 来 听 才 女 米 尔 吕 的 讲话 吧 ”。 


米尔 天 把 我 拉 到 黑板 前 ， 开 始 “ 上 诛 ”。 


“其 实 ， 真 正 的 代数 学 基本 定理 就 是 “任意 复 系 数 的 n 次 方程 至 少 有 1 个 
解 "。 如 果 至 少 拥 有 1 个 解 a 的 话 ， 用 x-a 这 个 因 式 来 除 n 人 炊 多 项 式 整 


行 了 。 现 在 开始 证 明 n 次 方程 an7” 十 an-17” 十 … 十 a1T 十 a0 一 0 至 少 
有 1 个 解 。 首 先 来 考虑 函数 (3) =anz" 二 niz”! 十 … 十 zl 十 a0， 然 


后 算 一 下 这 个 函数 的 绝对 值 fo| 能 变 成 多 小 。 因 为 要 是 最 小 值 为 0 的 
话 ， 它 就 拥有 解 。 在 这 之 前 ， 先 复习 一 下 有 关 复 数 的 知识 吧 。 好 吗 ?” 


米尔 矣 写 板 书 的 速度 很 快 ， 她 把 高 斯 的 证 明 写 给 我 看 。 我 一 边 听 她 “ 讲 
课 ”， 一 边 感慨 上 自己 对 复数 的 理解 还 不 够 。 虽 然 听 是 大 致 听 屋 了 ， 但 是 
事后 目 己 不 展开 做 一 过 还 是 会 有 想 不 通 的 地 方 。 必 须要 目 己 证 明 一 下 ， 
做 到 不 看 证 明 过 程 目 己 也 能 证 出 来 。 像 米尔 如 那样 能 够 当场 讲 给 别人 


我 一 亡 想 痢 这 些 ， 一 边 看 独 米 尔 圣 与 下 来 的 式 子 。 米 尔 副 已 经 讲 完 了 代 
数学 基本 定理 和 因 式 定理 ， 开 始 进 入 使 用 解 来 进行 n 次 多 项 式 的 因 式 分 
解 的 内 容 了 。 

“有 具体 地 写 一 下 。 假 设 n 次 方程 mrz 十 ar 人 有 n 
个 解 qj, ao … ,ah， 左 边 的 站 次 多 项 式 可 以 这 样 因 式 分 解 。? 米 尔 副 一 边 
这 样 说 一 边 与 在 了 黑板 上 。 


dnT 十 qn_1T™ | 十 --- 十 air! +oao=a{(r— Aa)r mo).{(r— oa) 


“也 就 是 说 ， 求 方程 的 解 和 因 式 分 解 是 相关 的 。 这 个 式 子 中 ， 右 边 第 一 
项 有 a,， 这 个 和 最 高 次 x" 的 系数 合 起 来 考虑 的 话 比较 容易 明白 。 如 果 
从 一 开始 就 两 边 同 时 除 以 a,， 使 n 次 方 的 系数 变 成 1 就 好 了 。 因 为 是 n 
次 多 项 式 ， 所 以 on 了 0， 用 四 来 除 是 没有 问题 的 。” 


驶 在 那 时 ， 教 室 门口 有 人 叫 了 我 一 声 。 


“ 咀 ， 传 说 中 的 学 妹 来 找 ! 那个 ' 筷 吼 吼 小 妹妹 :1 ” 


看 到 学 妹 来 找 我 ， 我 的 同班 同学 都 冲 进 教室 里 来 看 热 亲 ， 泰 东 拉 脸 变 得 
通红 ， 拿 出 了 我 田 图 像 用 的 纸 。 


“学 长 .….. 真 不 好 意思 ， 打 扰 您 了 ， 我 是 来 把 这 个 还 给 您 的 ，。 

之 后 ， 她 别 别扭 扭 地 说 : “学 长 .….. 我 ， 我 看 起 来 真 的 那么 急 吼 吼 的 
中? 被 他 们 这 么 说 我 真 的 是 很 吃惊 啊 ! 这 是 什么 意思 啊 ? 下 次 我 可 要 称 
呼 您 哥哥 啦 。， 

“ 阿 . 不 .2 

“哥哥 一 定 很 高 兴 吧 。*” 米 尔 嘉 面 朝 黑板 继续 写 着 式 子 ， 朝 这 里 看 也 不 看 
地 说 。 

不 知 不 觉 中 ， 二 个 人 步调 一 致 起 来 了 ， 真 奇怪 。 

“ 味 .……. 这 块 黑板 写 着 满 满 的 式 子 ? 是 米尔 嘉 写 的 吗 ? ” 

“这 样 说 来 ， 泰 林 拉 是 知道 ‘代数 学 基本 定理 ' 的 吧 ? ” 


米尔 对 痛 对 看 泰 末 拉 ， 快 速 地 写 看 代数 季 基 本 定理 、 因 式 定 理 ， 还 有 “n 
次 万 程式 中 解 与 系数 的 关系”。 


“假设 二 次 万 程式 ar” +Tbr+e=0 的 解 是 wk 和 有 
ar + br+e=a(r—a)(r—A) ee 求 方程 式 的 解 和 因 式 分 解 有 天 。 
解 与 系数 的 天 系 如 下 。? 米 尔 颖 说 道 


b z 
一 一 二 十 上 
区 
站 
二 一 二 下凡 
区 


“ 辣 理 ， 三 次 方程 式 nr 加 br: +crti+d=0 的 解 如 果 是 Q， Bb, y 的 








二 一 二 9 二 DY+7Ya 
i 
一 二 a" 
可 
» 、 ， 一 ] 1 
“一 般 地 ，n 次 方程 wz 十 dan-17 十 十 az 十 a0 = 二 0 的 解 如 果 是 a， 
woD， 。。 》 Qo 的 话 和 > 
Wn—1 
全 一 Cl 十 22 十 … 十 cm 
Un 
dn—2 _ : 
+ = Cl1032 十 Q103 二 :十 OnlQn 
hr 
Un—3 : 
a = ClCoa3 十 AG204 十 … 十 Cn 一 20n 一 1Cn 
n 


(1)* 2 =( 从 a qz,… ,om 中 选择 k 个 相 乘 再 相 加 ) 


全 一 1 全 六 ， 上 * Or 
or, 


“ 虽 ， 这 个 吏 是 次 方程 的 解 与 系数 的 大 系 。” 


此 时 ， 预 备 铃 啊 了 。 活 力 少 女 也 疲倦 地 说“ 脑子 好 像 棚 数学 式 子 洪 满 
J 了”， 然 后 摇 摇 控 摊 地 回 到 了 珊 一 年 级 教室 。 


“真是 个 可 爱 的 孩子 呢 ， 征 吧 ， 哥 凡 。” 


米尔 嘉 这 么 说 着 ， 甩 了 甩 刘 海 ， 中 指 握 了 下 眼镜 。 她 用 手指 优雅 地 在 空 
中 描 了 下 波浪 线 ， 我 的 眼睛 便 不 由 得 追随 着 她 的 手指 。 


说 到 曲线 ， 她 腔 舌 的 曲线 我 也 很 豆 欢 。 还 有 那 法 腕 的 路 层 ， 以 及 从 中 肥 
出 来 的 闫 妙 的 声音 ， 总 是 让 我 不 由 得 想 去 倾听 。 如 末 比 作乐 句 的 话 


“在 5。” 她 说 道 。 
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“上 次 村 木 老师 的 问题 是 7 吧 ? ”米尔 双 问 我 出 示 了 卡 厂 。 
(米尔 嘉 的 卡片 ) 


采 然 。 

表 蔡 日 子 也 征 那 样 。 求 调和 效 的 时 候 ， 因 为 米尔 时 手中 的 卡 户 古 藉 于 《5 
的 ， 所 以 我 想 这 次 应 该 是 U2)。 原 来 村 木 老 师 在 问 我 们 展示 一 个 问题 的 
两 种 姿态 啊 。 但 是 泰和 东 拉 的 卡片 却 不 同 。 

“已经 解决 了 吗 ? 米尔 矣 。” 


“ 咽 ...... 因为 我 记 着 巴塞 尔 问题 的 答案 ， 所 以 当 我 拿 到 卡片 的 时 候 立 即 
束 做 了 出 来 。” 

“ 巴 寨 尔 问题 ? 你 记 着 它 的 答案 ?” 

“ 虽 。 书 塞 尔 问 题 。 克 是 求 02) 的 问题 。 我 说 了 答案 后 ， 村 木 老师 百 突 
着 说 他 并 不 是 想 要 管 案 。 如 果 已 经 知道 答案 的 话 ， 束 要 从 这 个 式 子 中 找 
出 有 趣 的 问题 来 。? 米 尔 嘉 答 符 肩 。 

“ 呵 ..…... 是 如 此 有 名 的 问题 吗 ? ” 

“巴塞 尔 问题 打倒 18 世纪 初 的 所 有 数学 家 ， 古 当时 的 超级 难题 。 在 欧 
拉 老 师 出 现 之 前 ， 没 有 一 个 人 能 做 出 正确 答案 。 欧 拉 老 师 解 决 这 个 巴塞 
尔 问 题 后 ， 一 举 成 名 。” 

“请 稍 等 。 如 此 难 的 问题 ， 我 们 这 些 人 怎么 会 有 能 力 解 决 呢 ? ” 


米尔 天 露出 了 一 副 认 真 的 面孔 。 


“虽然 这 个 问题 在 18 世纪 和 初 很 难 ， 但 现在 我 们 的 手中 已 经 有 很 多 武 硕 
啦 。 每 天 我 们 都 在 磨 练 目 己 的 臣 融 。” 


“但 是 ， 米 尔 姑 记 痢 那个 答案 不 是 吗 ? ” 


“ 那 单单 是 徘 记 忆 力 而 已 。 既 然 老 师 特 意 给 了 卡片， 我 起 思考 一 下 别 的 
问题 。 把 x 看 作 是 z， 将 问题 扩展 到 复数 的 范围 。” 


“ 咖 ..…. 但 是 ， 巴 老 尔 问题 来 着? 这 个 ZU2) 是 发 散 的 吧 ? ” 
“你 想 知道 吗 ? ?米尔 吝 吃 司 地 看 着 我 。 一 瞬间 ， 她 的 眼睛 有 发光 了 。 


不， 不， 刚才 失言 了 。 我 也 还 只 是 在 思考 中 而 已 ， 和 希望 你 先 不 要 
说 。?” 我 急忙 回答 。 


我 在 卡 厂 的 最 后 写 下 了 了“ 巴 团 尔 问 题 ”。 


问题 9-2 
否 下 面 的 无 穷 级 数 收敛 ， 求 它 的 值 。 知 不 收 钱 ， 请 证 明 。 


] 
2 


k=1 


( 巴 徐 尔 问题 ) 


9.6 ”图 书 宇 


9.6.1 和 夺 打 拉 有 的 笠 试 
“学 长 ， 我 有 一 个 大 发 现 ， 大 发 现 ! ”" 泰 杂 拉 兴 奋 地 叫 道 。 


还 古 在 图 书 宇 ， 还 是 在 放学 后 。 在 我 正 准 备 开 始 进 行 分 天 的 计算 的 时 
修 ， 活 力 少 女 秦 赤 拉 匆匆 忙 忙 地 走 了 进来 。 


“什么 蚜 ? 泰 示 拉 。” 我 问 道 。 


最 近 连 续 几 天 都 和 泰 汞 拉 在 一 起 讨论 ， 我 渐渐 没有 了 目 己 的 计算 时 间 。 
当然 ， 我 也 不 是 不 想 这 样 。 


“器 ， 那 个 ， 昨 天 我 们 不 是 将 sn x 进行 了 泰勒 展开 吗 ? 我 在 自己 思考 的 
时 候 ， 突 然 发 现 了 一 点 。 随 看 x 的 值 的 变化 ，sin x 会 好 几 次 都 变 成 0 
昵 。 比 如 说 ......” 秦 示 拉 一 边 说 一 边 拿 出 目 己 的 笔记 本 ， 瑚 我 挫 开 。 

sn nT = 0,an27 = 0,.n37 =0,..…: ,nnn=0... 
像 这 样 ， 当 n=1, 2, 3, .… 的 时 候 ，sin nr 都 会 变 为 0。?” 
“是 啊 。” 虽 然 我 这 么 回答 ， 但 是 也 有 点 焦急 起 来 。 这 不 是 很 理所当然 的 
“对 了 ， 泰 条 拉 ， 你 可 起 了 n 小 于 0 的 情况 哦 。 如 琳 你 想 好 好 进行 一 般 
化 的 话 ， 应 该 是 这 样 的 。? 我 说 。 

S]T 天 下 一 U n=0.,+l1.,+t2,...:: 

“ 啊 啦 啦 ， 是 ..…. 是 啊 。 确 实 还 有 负数 的 情况 。?” 泰 朱 拉 说 。 


“ 那 接 下 来 就 把 0 的 情况 也 考虑 一 下 。 其 实 把 sn x 的 图 像 画 出 来 ， 然 后 
考 虚 一 下 与 x 轴 的 交 扣 束 一 第 双 雕 了 。” 我 讽 。 





“个 知道 怎么 的 ， 我 一 个 人 有 所 操之过急 了 。 人 不 好 意思 哦 ， 窜 长 这 人 么 
忙 ， 还 来 打扰 您 .…… 

可 能 是 我 的 语气 有 些 严 肃 ， 泰 东 拉 的 热情 一 落 千 丈 。 她 这 个 人 不 光 是 在 
高 兴 的 时 候 才 表露 出 来 | 在 目 己 意志 消沉 的 时 候 也 古 如 此 。 我 有 点 不 好 
意 点 ， 继 续 说 道 : “天 于 昨天 我 们 所 说 的 那个 话题 ， 你 想到 坚 什 么 了 
吗 ? ，” 


“ 咖 ， 想 到 了 一 些 ， 但 是 也 不 是 什么 重要 的 东西 啦 。” 芭 条 拉 一 边 看 看 我 
的 脸色 一 边 小 心 翼 翼 地 说 。 


于 是 一 一 
我 
泰 末 拉 接 下 来 说 的 一 句 话 ， 真 的 令 我 大 吗 一 慰 。 


“我 试 着 将 sinx 进行 了 因 式 分 解 。” 
Wo ? 
[ 阿 ? 
“你 说 将 sin x 进行 因 式 分 解 ? 这 究竟 是 什么 意思 呀 ? "我 问 首 


“ 趾 ， 那 个 .…… 那 个 .……… 我 找到 了 很 多 满足 方程 sinx=0 的 x。 也 残 是 


SINnX=0 


这 个 方程 式 的 解 啊 。” 
泰 赤 拉 不 等 我 说 话 ， 义 继续 说 道 : “今天 米尔 又 不 是 说 了 呆 一 求 方程 
式 的 解 与 因 式 分 解 有 关 。 


ee 但 是 说 到 将 sinx 进行 “ 因 式 分 解 "”"， 我 还 是 不 太 理 解 奈 示 拉 的 


/DA 


我 堆 不 作 声 ， 泰 未 科 明 夺 我 继续 说 道 :“ 正 如 刚才 dt 如 
os 7 二 十 f 十 27, 十 37 的话， 那么 联 可 以 进行 这 样 的 因 却 分 解 
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sinzT = TIrT+TITo TT 2NT)T oT T+ BIT)T — ST): (?) 


我 还 是 一 下 子 没 反应 过 来 。 咽 ?这 样 就 好 了 ? 确实 ， 把 x= nn 代入 
后 式 子 变 为 了 0。 


“不 对 ， 共 和 东 拉 ， 这 还 是 有 点 奇怪 啊 。 而 且 ，sin x 有 一 个 有 名 的 极限 公 
式 。” 我 说 。 











也 就 是 说 ， 当 x 趋向 于 0 的 时 候 ， 王 :应 该 趋向 于 1。 当 x 和 0 非常 接 
pe ee eat 但 是 ， 泰 共 拉 你 的 式 子 中 ， 如 果 假 设 
x 不 等 于 0， 那 么 两 边 同 时 除 以 x 后 可 以 得 到 这 样 的 式 子 。 


S] 了 Ti 工 








= {TA T+ TTT dT (7) 
可 


“ 当 x 趋同 于 0 的 时 候 ， 虽 然 这 个 去 子 左边 的 极限 值 为 1， 但 是 右边 式 子 
的 极限 值 并 不 为 1， 很 明显 ， 有 点 奇 区 号 | ”我 说 。 


9.6.2 ”要 到 达 哪 里 
“ 泰 杀 拉 ， 你 也 在 思考 巴塞 尔 问题 吗 ? ” 


¢¢ 吐 | 3» 
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从 我 们 号 后 突然 传 来 一 个 声音 ， 把 我 们 都 吓 了 一 跳 。 不 知 何 时 米尔 嘉 已 
经 站 到 了 我 们 喘 后 ， 我 居然 一 点 都 没有 发 现 。 


藤林 拉 吓 得 把 笔记 本 和 铬 笔 盒 都 卉 挥 在 了 地 上 ， 目 动 铅 笔 、 橡 底 、 矿 子 
哈里 咯 啦 地 漂 了 一 地 。 


“米尔 易 ， 不 是 不 是 ， 双 条 拉 若 夸 的 不 是 巴 喜 尔 问 题 ， 她 考 碟 的 是 将 sin 
x 进行 因 式 分 解 。” 我 说 。 


可 题 ?” 泰 示 拉 边 捡 目 动 馈 笔 边 问 


让 
术 
尖 
> 
[9 
漆 
六 
可 
洒 
ll 
NN 


我 给 泰 打 拉 看 了 看 卡片 ， 向 她 解释 什么 是 巴塞 尔 问题 。 这 是 求 正 整 数 的 
2 次 方 的 倒数 之 和 的 问题 ， 就 我 的 卡片 来 说 就 是 求 忆 人 1 二 的 值 ， 就 米 
尔 训 的 卡片 来 说 就 是 求 2) 的 值 。 当 然 ， 说 到 束 人 就 是 在 “ 收 全 "的 前 提 
下 才能 求 


泰 赤 拉 昕 了 我 的 解释 ， 露 出 很 尺 讶 的 表情 。 也 确实 是 如 此 ， 听 了 一 大 堆 
目 己 没有 乔 夺 过 的 问题 ， 不 一 头 邹 水 才 怪 呢 。 


在 我 说 的 时 候 ， 米 尔 天 把 泰 永 拉 折 到 果子 确 下 的 笔记 本 近 了 起 来 ， 一 页 
页 翻 开 看 。 


一 ~、»y 
“ 虽 。? 米 尔 曼 说 。 


“ 呆 ， 这 个 ……>? 泰 未 拉 想 把 笔记 本 合 回 来， 但 是 她 看 了 看 米尔 允 的 眼 
种， 叉 把 手 缩 了 回去 。 


“你 …2? 米 尔 天 对 我 六， 她 的 目光 没有 离开 笔记 本 , “你 教 过 磁 未 拉 sin 
x 的 泰勒 展开 吗 ? 咽 ， 原 来 如 此 ， 这 也 是 村 木 老 师 的 行动 计划 啊 ! 对 
了 ， 这 里 为 什么 与 着 "一生 都 不 会 还 记 ' 呢 ? ” 

“不 .……… 不 好 意思 ! ” 泰 示 拉 突 然 抢 加 自己 的 笔记 本 。 


“ 咖 。"* 米 尔 嘉 突然 闭 上 眼睛， 像 指挥 家 一 样 挥动 起 自己 的 手指 。 她 做 这 
个 动作 的 时 候 ， 周 围 人 都 沉默 不 语 。 大 家 就 这 样 默默 地 看 着 她 。 米 尔 喜 


思考 的 样子 有 股 吸 引 我 们 的 力量 。 
米尔 嘉 睁 开眼 ， 说 : “从 sin x 的 泰勒 展开 开始 。” 
她 这 么 说 大 ， 合 过 我 手中 的 目 动 铅笔 和 笔记 本 ， 开 始 与 起 了 数学 公式 。 


Tr rT rz! 


a i 
7 sin x 的 泰勒 展开 


“在 这 里 ， 假 设 了 二 0， 两 边 同 时 除 以 x， 得 到 下 面 的 式 子 。 先 说 明 这 是 
把 sinx 用 ‘和 来 表示 。” 





Ee 、 人 、 
z 3 5 7 假设 工 关 0U， 两 边 同 时 除 以 x 


日 是 ， 泰 赤 拉 想到 了 如 下 的 方程 式 。” 
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一 


snx=0 
“我 们 把 这 个 方程 式 的 解 表 示 成 下 面 这 样 。? 米 尔 基 继续 说 这。 
T=Nn7 (nn = 0, +1, +2, +3,.-.) 
“使 用 这 个 解 对 sin x 进行 ' 因 式 分 解 '， 泰 洒 拉 是 这 样 想 的 ， 对 吧 ? ” 
米尔 嘉 突然 用 一 种 很 独特 的 上 扬 语 调 问 道 ， 泰 休 拉 点 了 点 头 。 她 怀 里 还 
从 米尔 天 那 里 抢 来 的 笔记 本 。 那 本 写 有 “一 生 都 不 会 筷 记 ”的 笔 


“但 是 ， 我 进展 得 不 顺利 。 当 x 趋向 于 0 的 时 候 ，** 的 极限 应 该 趋向 于 
1， 但 是 我 所 做 的 因 去 分解 却 变 不 成 这 个 形式 .……” 花 末 拉 说 道 。 


“如 果 是 这 样 的 话 .…...” 米 尔 里 的 脸 上 义 浮 现 出 一 种 调皮 的 样子 。 


她 继续 说 :“ 如 果 是 这 样 的 话 ， 将 sinx 因 式 分 解 为 这 种 形式 怎么 样 
呢 ? 99 


sint =z (1+=)(! 一 =-j(1+ 二 jl = 一 (1+ 一 )(! -二 )… 
| 开 TT 27T 27 中 开 中 开 





我 和 泰 条 拉面 面相 骸 ， 思 考 起 了 米尔 嘉 所 写 的 因 式 分 解 的 式 子 。 泰 条 拉 
迅速 打开 怀 里 抱 着 的 笔记 本 ， 开 始 计算 。 

“ 咖 .…… 硼 实 是 成 立 的 呢 。 当 x 等 于 0 的 时 候 ， 全 都 变 成 了 0， x 是 nn 的 
时 候 也 都 变 成 了 0， 这 是 因为 在 某 个 地 方 有 由 一 羡 ) 这 个 因 式 。 所 以 当 
7 一 0, 士 r, 士 2r…… 的 时 候 ，sin x 是 等 于 0 的 。” 泰 和 采 拉 说 。 


我 听 了 她 的 话 开口 说 道 : “而 且 ， 如 果 像 下 面 这 样 表示 的话 ， 当 x 趋 
向 于 0 的 时 候 ， 芝 也 应 该 是 趋向 于 1 的 。” 


我 在 泰 东 拉 的 笔记 本 上 这 样 写 道 。 


G+)G- 习 (+ 说 (1- 且 
rT 7 7 297 TH 37 37 





“ 泰 条 拉 。” 传 来 了 米尔 嘉 温 柔 而 又 有 力 的 声音 。 
< 泰 条 拉 ， 现 在 把 他 写 的 式 子 的 右 侧 变形 得 更 简洁 一 点 看 看 。” 米 尔 喜 
说 。 


“ 变 得 更 简洁 一 点 是 吗 ? 和 与 差 的 积 是 平方 差 吧 。 因 为 
1+ 划一 区 = 卫 - 各 ......” 索 条 拉 看 了 我 一 眼 ， 这 样 写 道 。 


1 rr rp rp 

i 全 全 I 2 重 | [i | 
一 1 = mh | ] 和 一 可 可 | ] ee 一 时 my 和 
了 | Te 2 dT 


从 这 里 开始 访问 哪里 前 进 呢 ? 面 对 好 像 已 经 看 穿 一 切 的 米尔 如 ， 不 知道 
怎么 的 ， 我 变 得 焦躁 不 安 起 来 。 米 尔 天 到 撒 知 道 多 少 昵 ? 为 什么 她 近 起 
了 巴 压 尔 问 题 呢 ? 村 木 攻 师 的 行动 计划 到 旗 义 是 指 什么 呢 ? 尽 是 些 我 不 
明日 的 事情 。 但 是 ， 有 种 预感 告诉 我 ， 会 蹦 出 一 些 很 伟大 的 东西 。 


米尔 嘉 转 过 身 对 我 说 :“ 现 在 ， 泰 杂 拉 用 ' 积 的 形式 ;表示 了 于 =， 这 是 因 
为 因 式 分 解 是 将 式 子 用 乘积 的 形式 来 表示 。 另 外 ， 你 写 的 泰勒 展开 是 把 
相同 的 吾 : 用 和 的 形式 来 表示 。 那 么 ..…....” 

米尔 嘉 说 到 这 里 ， 停 顿 了 一 下 ， 吸 了 一 口气 又 继续 说 道 :“ 这 里 ， 我 们 
把 泰兴 拉 写 的 ' 积 的 形式 :和 你 写 的 :和 的 形式 : 画 上 等 号 看 看 。” 
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”的 积 的 形式 = 一 的 和 的 形 陈 
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写 到 这 里 ， 米 尔 矣 突 然 把 脸 竣 问 正 聚精会神 地 有 盯 厦 式 了 看 的 秦 末 拉 ， 


说 :“ 你 快 友 现 了 吧 ， 泰 末 拉 。” 


泰 示 拉 的 脸 “ 嘱 ”的 一 下 涨 得 通红 ， 边 退 后 边 说 :“ 什 ...... 什 么 ? ” 


于 是 ， 米 尔 又 在 我 们 俩 面前 挫 开 双手 ， 轻 声 说 道 :“ 比 较 x* 的 系数 。” 


我 看 了 看 式 丁 。 
比较 系数 ? 
瞬间 开始 计算 。 
比较 系数 ! 
我 屏 住 了 呼吸 。 


“ 喷 ? 这 和 古 怎 么 回 事 啊 ? 距 ? ” 
一 一 她 还 局 在 那里 ， 还 没有 及 现 。 
“左边 的 x* 的 系数 是 什么 呀 ? 泰 示 拉 你 明白 了 吗 ? ”米尔 圳 说 。 


“这 个 ， 这 个 是 无 限 个 的 积 吧 。” 泰 未 拉 说 。 


“ 那 实 际 展开 看 看 吧 ， 泰 赤 拉 。 现 在 我 们 把 下 和 面 的 式 子 展开 看 看 。 


2 














省 r 


“但 是 ， 有 之 类 的 数字 在 ， 乱 七 八 糟 的 ， 所 以 先 定义 
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i 
广 而 

尔 妈 说 。 


这 样 的 话 ， 束 可 以 形成 以 下 无 限 项 积 的 形式 了 。” 米 


(1 + ar (1 + bri)(1 + cer)(1 + dr*)-:-- 
“将 这 个 式 子 按 从 左 至 右 的 顺序 展开 。” 


(1 十 azr ){1 十 bx“ (1 十 cw“)(1 dr) 2 
先 来 看 前 2 个 因 式 
= (1 + (a + Dr” 十 abz’)(1 +ez )(l + dv’).. 
Prt tne 
= (1+ (a+ br’ + abr’)(l + er)(l + dar).. 
E mp 2 个 因 式 
展开 





“ 喷 ? 怎么 看 上 去 有 规律 啊 。” 和 看 看 米尔 吉 的 展开 ， 泰 采 拉 说 。 
“其 实 这 就 是 早上 我 所 说 的 解 与 系数 之 间 的 关系 噢 。x 的 系数 的 规律 性 
你 明和 白 了 吧 。? 涛 尔 于 说 。 


从 刚才 开始 ， 米 尔 寻 融 只 和 钱 东 拉 说 话 。 公 邢 展 开 的 速度 也 比 往 币 要 
慢 。 她 大 概 是 为 了 让 泰 朱 拉 更 容易 理解 吧 ，。 


“ 喝 ， 我 明月 了 ， 交 的 系数 是 a+b+c+d+... 吧 。” 泰 朱 拉 说 。 


“是 啊 。 这 个 无 限 项 积 的 各 因 式 里 2 的 系数 (a, b, c, d, .… ) 的 无 限 项 和 (a 
+pbp+c+d+.…) 束 是 展开 后 的 x 的 系数 。 那 么 ， 我 们 再 回 到 刚才 ' 因 式 
分 解 ' 的 式 子 。” 米 尔 嘉 说 。 


a 的 积 的 形式 = 2 的 和 的 形式 


2 2 ,2 2 4 6 
1- ) (1- 3 ) 人 z 
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米尔 肚 义 平家 地 继续 膏 道 :“ 要 求 等 式 左 边 展开 时 ‘x“ 的 系数 ' 的 话 ， 只 要 
求 出 左边 各 因 式 的 ‘x 的 系数 和 | 就 可 以 了 a+D+c+d+. 也 束 是 
-三 -三 - -不 一 …。 另 外 ， 等 式 右边 的 o 的 系数 ,一 下 子 就 能 
集 既然 都 已 经 考虑 到 这 a 我 们 就 来 比较 一 下 两 边 的 x* 的 系 
数 。 以 下 等 式 是 成 立 的 。 


泰 末 拉 确认 了 一 亿 米 尔 嘉 所 写 的 等 式 ， 说 ;“ 把 x 的 系数 所 取出 来 .…… 
品 ， 是 这 样 的 。” 


“你 还 没有 发 现 吗 ?和 泰 示 拉 。” 米 尔 肿 说 。 
“什么 ， 什 么 呀 ?” 秦 赤 拉 上 看 大 眼睛 说 。 
米尔 天 突 了 灾 ， 露 出 一 副 “ 不 用 看 急 ， 没 关系 ”的 表情 。 


她 对 看 笔 笔记 本 ， 又 继续 向 泰 朱 拉 解 释 道 : “整理 式 子 后 ， 可 以 得 到 这 
ey 





< 啊 ! 啊 ! >” 
束 洒 拉 大 声 叫 道 ， 这 可 是 图 书 室 啊 ， 但 是 我 很 理解 好 要 叫 起 来 的 那 种 必 
情 。 


“ 解 出 来 了 ， 解 出 来 了 。 巴 守 尔 题解 出 来 曲 !" 泰 东 拉 看 了 看 米尔 
又 看 了 看 我 ，》 AAS 兴奋 地 说 这 


米尔 嘉 点 点 头 ， 像 在 叭 诗 一 样 说 道 ，“ 解 出 来 了 ， 巴 塞 尔 问题 解 出 来 
人 学 家 们 烦恼 的 难题 一 一 巴塞 尔 问题 解 出 来 了 。 真 是 令 
愉 饮 啊 ! ” 


米尔 天 义 把 却 子 重新 写 了 一 


Lal 


= T 
J 闻 一 宇 


k=1 


“当然 ， 这 样 瑟 也 可 以 。” 她 又 加 了 一 


“好 了 ， 这 下 我 们 的 工作 可 以 先 告 一 段 涪 了 。” 她 竖 起 食指 ， 企 了 企 头 ， 
灾 了 起 来 。 这 真是 最 疾 好 的 突 容 。 


“真是 ..….... 不 知 不 觉 中 就 ……... 就 解 出 来 了 ! 真神 奇 啊 ! ” 
泰和 沙拉 的 思绪 还 在 混乱 之 中 。 


解答 9-2 《巴塞 尔 问 题 ) 


二 mr 
D2 


k=1 


9.6.3 ” 问 无 限 挑战 


“ 解 出 这 个 问题 的 人 是 莱 昂 哈 德 . 欧 拉 ， 他 是 世界 上 第 一 个 解 出 巴塞 尔 问 
本 只 有 28 岁 ， 在 他 结婚 后 的 第 二 
es 2 尔 嘉 Lb 


我 们 是 跨越 了 两 个 半 世 纪 | 时 光 ， 来 回味 欧 拉 的 解法 啊 。 妆 时 的 欧 
拉 和 我 们 只 相 弄 十 来 岁 .….….. 结 婚 后 第 二 年 ? 


“这 下 我 们 也 能 把 这 个 问题 解 出 来 了 吧 ? ” 泰 示 拉 问 。 


“是 啊 。 欧 拉 老 师 对 于 巴塞 尔 问 题 的 解法 到 现在 还 留 有 几 种 。 其 中 
的 一 种 。 我 们 把 它 作 为 一 个 谜 来 解答 。” 米 尔 襄 说 。 


文 个 证 明 我 证 到 一 半 的 时 候 就 不 知道 怎么 办 了 ， 最 后 真是 让 我 大 吃 一 
惊 。” 泰 条 拉 说 , “不知 不 觉 中 巴塞 尔 问题 就 被 解 开 了 ， 我 真 的 大 吃 一 
惊 。 因 为 x= nn 是 sinx=0 的 解 ， 所 以 我 还 以 为 可 以 把 sn x 因 式 分 解 
昵 。 当 时 还 以 为 目 己 找到 了 什么 伟大 的 发 现 呢 。 但 是 ， 我 这 种 想法 也 束 
到 那里 为 止 了 。 米 尔 嘉 给 我 看 了 其 他 因 式 分 解 的 方式 ， 在 我 捉摸 不 定 的 
时 候 ， 通 过 比较 x 的 系数 就 把 巴塞 尔 问题 解答 出 来 了 了 。 真 是 太 历 害 
了 1! ” 泰 打 拉 说 。 


“而 且 ， 还 有 一 点 ，” 索 森 拉 又 接着 说 道 ，“ 当 0 志和 变 为 写 的 时 候 ， 
我 也 吃 了 一 惊 。 为 什么 整数 的 2 次 方 的 倒数 之 和 中 会 出 现 nt 呢 ?” 


我 们 沉 献 了 厂 刻 ， 大 家 部 在 思考 为 什么 无 理 数 的 圆周 率 会 突然 出 现 ， 我 
们 部 先 得 有 扣 个 可 思议 。 


“还 有 ， 为 什么 泰 条 拉 说 的 因 式 分 解 不 可 取 呢 ? ”我 间 道 ，“ 
z 二 n(n = 土 1, 十 2,…) 不 正 是 方程 时 = =0 的 解 吗 ? 为 什么 不 可 以 昵 ?” 


S]11l 并 








= {TA T+ TTT dm) (7) 
T 


米尔 对 回答 了 我 的 疑问 ， 她 说 :“ 昌 然 nr 是 方程 az 一 =0 的 解 ， 但 是 这 
个 因 却 分 解 的 式 子 过 于 元 长 ， 还 有 一 定 的 目 由 度 。 因 为 如 果 只 有 X= nn 





s 这 个 先决 条 件 的 证， 像 这 样 整体 扩大 CC 倍 都 是 可 以 的 ， 所 以 设 胜 循 
唯一 分 解 定理 。” 


S]11l 并 
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~ CC {r 二 Tro Tr nr anr dn... {7) 
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“ 噢 ， 原 来 如 此 啊 ， 米 尔 嘉 。Dnnr- * = 1 这 个 先决 条 件 不 能 光 靠 因 式 
分 解 来 表示 啊 。” 我 居然 大 悟 。 


“是 啊 ， 如 果 是 站 次 多 项 式 的 话 ， 结 合 中 次 方 的 系数 ， 可 以 调整 彰 数 倍 
的 值 。 一 般 最 高 砍 的 系数 是 确定 的 ， 然 后 承 可 以 根据 了 最 高 次 的 系数 来 调 
整 这 个 式 子 的 规模 了 了。 但 是 ， 如 果 是 无 限 次 多 项 陈 的 话 ， 束 不 能 按照 最 
高 次 的 系数 来 量 吴 定做 了 。 因 为 我 们 不 知道 zs 的 系数 客 竟 是 多 少 。 这 
样 一 来 ， 建 立 起 (x - nr) 后 就 不 再 调整 系数 了 ， 求 出 因 式 届 一 去/ 的 乘 
只 才 是 解决 问题 的 关键 。 在 开始 进行 无 限 项 计算 之 前 ， 我 们 先 调整 式 子 
的 规模 ， 这 种 方法 比较 有 效 。” 


米尔 嘉 用 手指 推 了 推 眼镜 继续 说 道 : “但 是 ， 说 起 严密 的 理论 ， 刚 才 的 
论述 方式 还 不 够 严密 。 为 什么 这 么 说 呢 ? 因为 在 求 sin x = 0 这 个 方程 式 
时 ， 我 们 是 根据 图 像 与 x 轴 的 交点 得 到 方程 的 解 为 x= nr， 但 是 虚数 解 
不 会 出 现在 与 x 轴 的 交点 上 ， 所 以 我 们 还 没有 讨论 虚数 解 的 可 能 性 。 实 
际 上 ， 除 此 方法 之 外 ， 欧 拉 老师 还 留 下 了 几 种 证 明 方 法 。 但 是 利用 sin x 
的 寡 级 数 展开 来 进行 这 个 证 明 真 是 魅力 无 穷 啊 。 正 如 与 妆 的 系数 相对 
比 可 以 求 出 zC2) 一 样 ， 与 x 正 售 狼 的 系数 对 比 也 能 求 出 Z〈 正 偶数 ) 。” 


巴 暑 尔 问 题 的 解法 


泰和 用 拉 的 卡片 siny 二 0 的 解 


| | 


sin xz 的 泰勒 展开 sin z 的 因 式 分 解 


sms 的 和 的 形式 -比较 zz 的 系数 _ 旦 = 的 积 的 形式 


OO 沁 
Kg@= 六 抽 = 蕊 


k=1 


米尔 肢 和 我 的 卡片 


“这 次 ， 虽 然 晤 进行 整 悍 的 人 是 我 ， 但 是 我 本 身 就 是 知道 隐 拉 老师 的 
解法 的 。” 


米尔 天 边 说 按 站 起 吴 。 

“时 说 没有 很 顺利 地 解 出 ， 但 是 泰 朱 拉 能 想到 利用 方程 式 的 解 对 sin x 进 
行 因 式 分 解 ， 这 是 非 第 了 不 起 的 。 虽 然 还 有 不 够 严密 的 部 分 ， 但 是 在 不 
够 严 狗 的 地 方 也 可 以 同 无 限 友 起 挑战 。” 

襄 到 这 儿 ， 米 尔 对 把 右手 挫 在 坐 在 位 子 上 的 泰 永 拉 的 头 上 。 


她 继续 说 :“ 在 同 我 们 的 欧 拉 老师 表示 饥 童 的 同时 ， 也 请 为 秦 示 拉 豆 
掌 。” 米 尔 肚 率 先 扣 起 手 来。 我 也 站 起 吴 ， 扣 起 手 来 。 


“米尔 肿 …... 学 长 .…... 这 ..….…... 这 怎么 可 以 。” 秦 赤 拉 用 两 手 措 了 了 探 涨 得 通 
红 的 脸 皇 ， 甩 巴 痢 双眼 。 


这 里 是 和 独 书 军 。 我 们 是 高 中 生 。 这 里 要 求 傈 持 安 裔 。 


但 是 ， 管 它 呢 ， 人 介意 什 么 呀 ! 


我 们 同 活力 少女 友和 东 拉 或 千 ! 





可 见 ， 
当 为 侦 数 时 ， 


状 如 1 于 + 和 “的 任何 一 个 级 数 ， 


它 的 和 都 等 于 到 与 一 个 有 理 数 的 积 。 


了 欧 拉 [23] 


入 


第 10 白 数 


1 
~ 


告白 的 答案 在 银河 的 尽头 。 
小 松 美和 8 





10.1 图书 罕 


10.1.1 分 拆 数 
和 往常 一 样 ， 在 放学 后 。 
“我 拿 来 了 哦 。” 米 尔 嘉 来 到 图 书 室 ， 手 里 好 像 拿 着 村 木 老师 出 的 题目 。 
她 把 卡片 在 架子 上 挫 开 ， 我 和 泰 条 拉 好 奇 地 竣 过 头 去 。 
从 村 木 老 师 那 里 拿 到 的 卡片 
假设 有 面值 为 1 元 、2 元 、3 元 、4 元 ...... 的 硬币。 为 了 支付 n 
元 ， 请 思考 便 币 的 组 合 方式 有 几 种 。 假 说 组 合 方式 的 个 数 为 
P (各 种 支付 方法 称 为 n 的 分 拆 方 式 ， 分 拆 方 式 的 个 数 P 称 为 n 
的 分 拆 数 ) 。 
比如 ， 支 付 3 元 的 方法 有 三 种 ， 一 种 是 “1 枚 3 元 便 币 ?”， 另 一 种 
是 “1 枚 2 元 人 硬币 和 1 枚 1 元 便 币 ”， 还 有 一 种 是 “3 枚 工 元 人 硬币”。 
所 CP, = 
问题 10-1 
Po 是 多 少 ? 
问题 10-2 


Pis < 1000 是 否 成 并 ? 


一 人 


东 拉 局 声 训 道 。 
“是 吗 ? 2 我 说 。 
“ 咽 ? Po 不 驶 是 要 求 出 总 金额 为 9 元 的 文 付 方法 的 个 数 吗 ? 投 照 “使 用 1 


元 便 币 的 时 候 ” 使 用 2 元 便 币 的 时 候 ”..….…... 这 样 的 顺序 来 考虑 不 是 很 好 


马 ? " 泰 琳 拉 说 。 


“没有 这 么 简单 哦 ， 泰 条 拉 。 相 同 面值 的 硬币 可 以 重复 使 用 ， 所 以 即使 
是 使 用 1 元 的 时 候 ， 也 必须 要 考虑 ‘到 底 要 用 几 枚 '"。” 我 说 ，。 

“学 长 .我 不 是 那个 经 常 忘记 条 件 的 泰 呆 拉 了 。 关 于 硬币 枚 数 的 条 件 
我 知道 啊 。 不 过 我 觉得 只 要 而 心 数 的 话 总 能 计算 由 来 "穴位 自信 地 
Yuo 

“是 这 样 吗 ? 即使 一 个 一 个 地 数 也 可 能 会 出 错 哦 ， 我 想 还 是 用 一 般 的 方 
法 解 比较 安全 吧 。 先 不 管 问题 10-1 中 的 P,， 问 题 10-2 中 的 Pj 应 该 会 
是 个 ‘了 不 得 的 数字 ’。” 我 说 。 


“会 这 样 吗 ， 学 长 ?什么 是 ‘了 不 得 的 数字 '? 只 不 过 是 15 元 的 支付 方法 
嘛 。” 索 打 拉 说 ， 


“ 泰 洒 拉 ， 即 使 是 15 元 ， 组 合 数 也 会 大 得 惊人 的 。” 我 说 
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一 卫 沉 献 看 没有 开口 说 话 的 米尔 矣 用 手 扫 了 下 果子 。 那 声 普 啊 得 让 我 们 
邵 怀 疑 古人 不 十 哪 里 爆炸 了 。 


我 们 一 下 子 集 止 了 对 话 。 


“ 泰 洒 拉 ， 你 到 那 边 的 角落 里 去 。 你 坐 到 那里 窗 边 的 位 子 。 我 就 坐 在 这 
里 。 大 家 闭 上 路 ， 安 静 思 考 一 下 。"* 米 尔 嘉 命令 道 ， 


听 了 她 的 命令 ， 泰 采 拉 和 我 互相 点 点 头 ， 说 : “知道 了 ， 我 们 马上 搬 。” 


一 一 放学 后 的 图 书 军 ， 我 们 都 闲 上 踪 ， 开 始 学 习 。 


10.1.2 ”举例 


便 币 的 面额 为 正 整数 (1, 2, 3, 4, … )， 有 点 与 众 不 同 。 使 用 这 种 硬币 文 付 
n 元 ， 求 文 付 方法 的 个 数 一 一 分 拆 数 Pi。 


和 往 第 一 样 ， 我 从 比较 小 的 具体 数字 开始 思考 。 通 过 具体 例子 来 感受 走 
非常 竺 要 的 。 


当 n 为 0 的 时 候 ， 也 就 是 支付 金额 为 0 元 的 时 候 ， 方 法 只 有 一 个 ， 那 就 
是 “不 付 钱 "。 可 以 说 Po = 1。 


Po=1 ”0 元 的 支付 方法 有 1 种 


当 为 1 的 时 候 ， 也 束 是 文 付 金 额 是 1 元 的 时 候 ， 只 有 “使 用 1 元 便 
币 ” 这 一 个 方法 。 所 以 P =1。 
Pi=1 ”1 元 的 支付 方法 有 1 种 


当 n 为 2 的 时 候 ， 有 2 种 支付 便 币 的 方法 ， 一 种 是 “使 用 1 枚 2 元 便 
币 ?”， 另 一 种 是 “使 用 2 枚 1 元 人 硬币 ”。 所 以 P, = 2。 


Pp,=2 ”2 元 的 支付 方法 有 2 种 


当 n 为 3 的 时 候 ， 有 3 种 支付 人 硬币 的 方法 ， 一 种 是 “使 用 1 枚 3 元 便 
币 ”， 男 一 种 是 “使 用 1 枚 1 元 人 硬币 和 1 枚 2 元 人 硬币 ”， 还 有 一 种 是 “使 用 
3 枚 1 元 人 硬币 ”。 


这 样 写 成 文字 实在 是 太 抹 烦 了 ， 干 及 就 把 “使 用 1 枚 2 元 人 刹 币 和 1 枚 1 
元 价 币 ”这 种 支付 方法 表示 成 2+ 1 束 好 了 。 也 束 古 说 ， 可 以 像 下 面 这 样 
7 
we be 
1 枚 2 元 硬币 1 术 1 元 而 征 
这 样 一 来 ， 当 n= 3 的 时 候 ， 束 可 以 表示 成 以 下 3 种 情况 。 


也 束 是 说 P3 = 3。 
P3=3 ”3 元 的 文 付 方法 有 3 种 


曙 。Ps 可 以 叫 作 * 文 付 3 元 的 方法 的 个 数 ”， 也 可 以 称 为 "将 3 分 拆 成 几 
个 正 整数 的 方式 的 个 数 ”?。 所 以 我 们 给 P 这 基数 取 名 为 分 拆 数 。 


如 果 n 为 4 的 话 ， 就 可 以 分 成 以 5 种 情况 。 喝 ， 我 有 点 发 现 其 中 的 
全 。 


P4=5 ”4 元 的 文 付 方法 有 5 种 
如 有 果 nn 为 5 的话 ， 束 可 以 找到 以 下 7 种 情况 。 


Dj 二 9 
二 4 十 1] 
3 十 2 
3 十 1 十 1] 
2 十 2 十 1 
2 十 1 十 1 十 1 
1 十 1 十 1 十 1 十 1 


Ps=7 5 元 的 文 付 方法 有 7 种 


如 朵 像 这 样 扩大 n 的 数 仁 ， 吏 能 够 逐渐 看 出 一 些 有 规律 的 东西 。 如 条 数 
字 不 扩大 的 话 ， 很 难 及 现 其 规律 性 。 以 前 ， 米 尔 于 曾经 说 过 “少数 例子 
无 法 体现 规律 性 ”。 但 是 如 朱 数 字 很 大 的 话 ， 接 下 去 举例 融会 逐渐 变 


难 。 


J 假设 nn 为 6， 那 束 可 以 展开 成 以 下 11 种 加 法 
组 合 。 


6=6 
= 

= 省 于 

三 二 二 二 可 

二 3 十 3 
| 
= 
三 


一 2 十 2 十 1 十 1 
二 2 十 1 十 1 十 1 填 1 
=1 十 1 十 1 十 1 二 1+1 


Pe=11 ”6 元 的 文 付 方法 共有 11 种 
咽 ，( 忆 , 己 , 忆 , Bi, Pe) = (2,3,5,7,11)， 是 不 是 与 质数 有 关 呢 。 


那么 P 十 不 是 13 呢 ? 


一 口 十 也 

二 9 十 1 十 ] 

二 半 十 3 

二 半 十 2 十 1] 

二 站 十 1 十 1 十 ] 
二 续 十 引 十 1 

一 二 十 2 十 了 


二 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 
Pr=15 7 元 的 文 付 方法 有 15 种 
P7 生 15， 真 可 展 ， 不 是 质数 。 
尽管 如 此 ， 但 它 至 少 是 在 逐渐 变 大 。 这 样 下 去 的 话 ， 考 虑 n=8 和 n=9 
不 会 出 什么 问题 吧 ? 会 不 会 数 错 昵 ? 算 了 了 ， 与 其 有 亲 工 夫 在 这 里 担心 ， 
还 不 如 耐心 地 数 数 看 。 
n = 8 有 的 时 候 。 


= 

二 7 了 十] 

二 如 十 2 

二 如 十 1 十 ] 

D9 二 3 

9 十 2 十 1 

9 十 1 十 1 十 1 

二 和 十 4 

二 和 十 3 十 1 

二 和 十 2 十 2 

二 4 和 十 2 十 1 十 1 

一 4 十 1 二 1 二 1+1] 

二 苇 十 3 十 2 

二 革 十 3 十 1 十 1] 

二 苇 十 2 十 2 十 1 

一 二 十 2 十 1 十 1 二 1 

一 二 十 1 二 1 二 1+1++1 
一 2 十 2 十 2 十 1 十 ] 

一 2 十 2 十 1 十 1 二 1 二 1 
一 2 十 1 十 1 十 1 二 1 二 1+1 
二 二 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 


Ps=22 ”8 元 有 的 文 付 方法 有 22 种 
终于 到 了 计算 n=9 的 时 候 了 。 


| 
ll 
， 
十 
十 


二 9 十 1 十 1 十 1 十 ] 

一 4 十 4 十 1 

一 和 十 了 十 2 

= 一 4 二 3+1 二 1 

二 半 十 2 十 2 十 1 

二 半 十 2 十 1 十 1 十 1 

二 半 十 1 十 1 十 1 十 1 二 1 
一 号 十 了 十 

二 引 十 3 十 2 十 1 

二 马 十 夺 十 1 十 1 十 1 

二 3 续 十 2 十 2 十 2 

一 了 十 之 十 2 十 十 ] 

二 外 十 2 十 1 十 1 十 1] 寺 1 

二 3 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 

二 2 十 2 十 2 十 2 十 1 = 二 2 十 2 十 2 十 1 二 1 十 1 
+2+]+l1+l1]l+] 

十 1 十 1 十 1 十 1] 十 1 十 1] 十 1] 

二 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 


Po=30 ”9 元 有 的 文 付 方法 有 30 种 


咽 ， 这 下 就 解 出 了 村 木 老 师 的 问题 10-1。9 元 的 支付 方法 共有 30 种 ，9 
有 30 种 分 拆 法 。 


问题 10-2 该 怎么 做 呢 ? 要 数 出 Pis 是 多 少 ， 那 一 定 是 个 ‘了 不 得 的 数 
字 ? 吧 。 我 应 该 先 求 出 Pi 的 通 项 公式 再 求 具体 数值 吧 。 


“放学 时 间 到 了 。?” 


瑞 谷 老师 登场 了 ! 啊 ， 已 经 这 么 晚 了 啊 。 


瑞 谷 老师 是 到 了 一 定时 间 就 会 出 现 的 图 书 管理 员 。 她 带 着 一 副 颜 色 很 深 
的 眼镜 ， 深 到 我 们 甚至 看 不 清 她 的 视线 正 看 往 哪里 ， 她 像 个 机 器 人 那样 
精密 地 移动 ， 一 直 走 到 图 书 室 中 央 ， 在 那里 宣布 “放学 时 间 到 了 ”。 





那 就 先 到 此 为 止 吧 问题 10-1 的 答案 是 Po = 30， 而 问题 10-2 的 答案 
还 不 知道 。 
解答 10-1 


P。 = 30 


10.2 ” 回 家 路 上 


10.2.1 ” 斐 波 那 掉 手势 

我 们 三 个 人 走 在 去 地 铁 站 的 路 上 。 

泰 朱 拉 不 断 摆弄 着 手指 ， 就 像 在 玩 石头 剪刀 布 的 猜拳 游戏 那样 。 

“你 在 干什么 呀 ? ”我 问 她 。 

“我 在 做 斐 波 那 契 手势 。” 她 答 道 。 

“ 那 是 什么 呀 ? "我 问 。 

“您 没 听 说 过 也 是 理所当然 的 ， 因 为 那 是 我 自己 想 出 来 的 手势 。” 她 答 


征 


“这 个 是 表明 "我 很 喜欢 数学 ' 的 信号 噢 ， 是 数学 爱好 者 之 间 的 问候 语 。 无 
论 在 碰面 的 时 候 ， 还 是 在 告别 的 时 候 ， 都 可 以 使 用 哦 。 因 为 这 个 是 手 

势 ， 所 以 即使 语言 不 通 ， 相 隔 很 远 ， 也 可 以 把 自己 的 意思 传达 给 对 方 ， 
柯 呵 。” 她 得 意 洋洋 地 说 。 

“我 给 你 做 做 看 哦 。” 

泰 打 拉 对 着 我 仲 出 手指 ， 在 我 鼻子 前 咱 咱 划 了 四 图 ，。 

“你 懂 了 吗 ? ”她 问 。 

q 阿 ? 什么 啊 ? ， 

请 你 仔细 看 清 我 手指 的 个 数 喘 。 我 的 手指 是 以 4,1,2,3 的 顺序 增加 


泰 赤 拉 义 比 划 了 一 壳 。 确 实 ， 她 每 划一 疾 ， 手 指 个 数 束 以 1, 1, 2, 3 的 顺 


序 增加 。 那 然后 呢 ? 

“然后 昵 ， 看 到 对 方 打出 这 个 裴 流 那 提 手 势 后 呢 ， 吏 要 做 出 石头 勇 刀 布 
中 布 的 手势 来 回应 ， 这 是 因为 1, 1 2, 3 后 面 接 的 是 5。 手指 的 个 数 呈 斐 
流 那 执 数 列 ， 所 以 就 叫 作 斐 波 那 契 手势 。” 徐 朱 拉 说 。 

“I 阿 ， 对 了 ， 米 尔 嘉 ， 刚 才 Po 的 问题 .…....” 我 对 米尔 嘉 说 。 

还 没 说 完 ， 就 听 泰 条 拉 叫 道 : “学 一 一 长 一 一 人 不 要 无 视 我 呀 。” 

我 朝 米 尔 嘉 看 去 ， 她 也 在 那里 咱 咱 地 划 圈 。 

“ 咀 ， 米 尔 暑 ， 连 你 也 在 划 ， 你 们 到 底 要 做 什么 呀 ? ”我 吃惊 地 问 。 

“在 比划 斐 波 那 契 手势 啊 。 对 了 ， 秦 朱 拉 ，5 接 下 来 的 数字 该 怎么 办 呢 ? 
用 两 个 手 来 表示 3+5=8 吗 ?如 果 将 这 个 斐 波 那 契 手势 继续 下 去 的 话 ， 
很 快 就 可 以 占用 世界 上 所 有 人 的 双手 了 。” 米 尔 双 说 。 

“没有 ， 就 到 5 为 止 了 。 让 我 们 一 起 来 做 做 看 吧 。 我 出 1, 1, 2, 3 之 后 
呢 ， 你 束 用 5 来 回 深 我 响 。1 一 一 1 一 一 2 一 一 3 ， 好 ， 你 来 。” 秦 灯 
拉 说 。 

米尔 过敏 笑 看 摊 开 手心 。 

本 真是 太 丢 脸 了 ， 我 们 又 不 是 小 学 生 。 


但 是 ， 泰 示 拉 伸 看 三 个 手指 ， 乃 看 大 眼睛 翼 我 看 。 我 真是 无 法 抵抗 ， 只 
好 摊 开 手 以 作 回应 。 


1 Do 
“好 ， 谢 谢 了 。” 
泰 杀 拉 真是 个 活力 十 足 的 女孩 ， 今 天 她 的 情绪 也 是 一 如 既往 地 高 涨 。 








10.2.2 分 组 
我 们 走 到 了 大 道上 。 路 上 有 护栏 ， 人 行道 变 窗 了 。 我 们 变 成 一 列 前 进 ， 


压条 拉 在 最 前 面 ， 然 后 是 我 ， 米 尔 蜂 走 在 最 后 。 泰 赤 拉 时 个 时 地 回头 
看 ， 真是 危险 。 我 呢 ， 被 米尔 如 有 盯 看 后 背 ， 总 觉得 有 点 痒 。 


“问题 10-1 就 是 靠 手 的 体力 劳动 ， 问 题 10-2 却 是 靠 脑子 的 脑力 劳 

动 。” 米 尔 襄 说 。 

泰 条 拉 回 过 头 对 我 说 :“ 我 已 经 把 问题 10-1 做 好 了 ， 现 在 问题 10-2 正 算 
到 一 半 ，Pjc 实际 上 也 快 算出 来 了 。 我 终于 明白 为 什么 学 长 说 那 是 ‘了 不 
得 的 数字 :了 ， 但 是 我 党 得 绝对 不 到 1000 吧 。” 

“ 蒜 东 拉 ， 后 面 后 面 ， 后 面 有 电线 杆 ， 小 心 。” 我 提醒 道 。 


“学 长 ， 没 关系 的 。 对 了 ，Ps 的 话 共有 29 种 情况 对 吗 ?“” 索 休 拉 打开 她 
的 笔记 本 给 我 看 。 


“ 咽 ? 是 29 种 吗 ? 不 是 30 种 吗 ? ”我 说 。 


(1) + (8) (2) 十 他) (1) x2+ (7 

(3) + (6) (D+ (8+(0) (1) x 3+ (@) 

由 + 加 (D+ + @® x2+@® 
Dx2+@+® Dx4+(® (D+ x2 
Dx2+®+@ D+1Ox2+@ WxX3t+@+g 
中 x5+ 地 (3) x (3) D+@+D*2 
(1) x3+ (3)x2 (2) x 3 + (3) (1) x 2 (2) x2+(3) 
(Dx4+@+B) Dx@O+® (1)+(2)x4ad 

(1) x3+ (2)x3 (Dx®+x2 (x7+() 

(1) x9 (9) 


“这 个 该 怎么 理解 啊 ? ”我 问 道 。 


“ 咖 ? 就 像 你 所 看 到 的 那样 啊 。 比 如 ， 出 x3 就 是 1 元 人 硬币 有 3 个 的 总 
思 。” 她 管 退 。 


“ 啊 ， 诛 来 是 这 样 。 真 是 有 好 几 种 表达 方式 呢 。? 我 感叹 道 。 


“但 是 你 缺少 了 加 十 加 十 由 这 种 情况 。?* 背 后 的 米尔 缀 靠 在 我 肩 上 看 着 
她 的 笔记 本 说 。 我 碰 到 了 她 那 头 长 及 ， 一 阵 清 香味 球 来 。 


“ 咏 呀 ， 我 都 验算 了 好 几 次 呢 。 啊 ， 真 疼 。” 骏 条 拉 的 头 撞 到 了 广告 
牌 上 。 我 不 是 提醒 过 她 呆 ， 唤 ， 其 古 的 。 





我 们 到 了 地 铁 站 。 


“那么 ， 束 先 到 这 里 了 。 明 天 见 。” 米 尔 器 担 了 提 泰 赤 拉 的 涉 ， 束 迅速 离 
开 了 。 她 和 我 和 泰和 东 拉 回去 的 方 问 是 相反 的 。 


“ 啊 ， 处 尔 易 .…… 我 好 不 容 多 设计 了 雪 波 那 莫 手 劳 ， 融 在 我 们 写 允 的 时 
候 使 用 一 下 吧 。” 泰 和 朱 拉 边 说 边 呀 呀 地 开始 用 手 比 划 。 


于 是 ， 米 尔 嘉 举 起 右手 ， 张 开 5 个 手指 ， 但 是 脚下 的 步子 一 点 没有 放 
慢 ， 也 没有 瑚 这 里 回头 。 
10.3 “豆子 ”咖啡 店 


藤林 拉 建 议 去 哆 咖啡 ， 于 古 我 们 去 了 地 铁 站 前 那 家 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 。 
她 今天 坐 在 我 对 面 的 位 子 。 


泰和 东 拉 在 咖啡 里 放 入 牛奶 后 ， 都 把 了 用 勺子 挠 拌 ， 束 开始 及 不 了 ， 感 沉 
和 平时 的 状态 有 点 不 同 。 终 于 ， 她 开始 目 言 目 语 地 说 起 话 来 。 


“我 好 和 希望 目 己 的 数学 能 变 得 更 好 啊 。 虽 然 不 能 漏 挥 条 件 这 一 点 非 帝 重 
要 ， 但 是 如 采 只 做 到 这 一 点 那 也 不 行 ， 真 是 人 够 哗 啊 。 如 朱 重 手 来 数 Pi5 
的 话 ， 真 的 是 一 项 了 不 得 的 大 工程 呢 。” 

说 看 ， 她 长 长 地 叹 了 口气 。 

“在 学 长 的 必 目 中 有 疫 有 我 的 位 置 呢 .2 

“ 啊 ? ”我 有 也 了 一 慰 。 

“ 咖 ? ” 泰 条 拉 的 脸 变 得 通红 ,，“ 我 .…... 我 刚才 说 出 口 了 ? 刚才 说 的 你 就 


当 我 没 说 过 哦 ! 啊 ， 不 对 ， 不 要 当 没 说 过 ! 啊 ， 真 是 的 ! ” 
她 在 我 面前 不 停 地 摆动 着 双手 。 看 上 去 不 是 斐 波 那 契 手势 。 


过 了 一 会 儿 ， 秦 示 拉 低下 兴 ， 开 始 慢 慢 地 说 :“ 学 长 切 中 三 年 级 的 时 
各， 我 是 初中 二 年 级 。 学 长 ， 你 在 校园 文化 节 中 友 表 了 演讲 吧 。 关 于 二 
进 制 的 尖 讲 。 在 演讲 的 最 后 ， 学 长 说 过 ' 数 学 跨越 时 空 * 这 样 的 话 。 历 史 
上 有 很 多 数学 家 研究 二 进 制 ， 而 且 二 进 制 在 现代 的 计算 机 中 仍然 存在 
看 。 ' 数 学 路 越 时 至 :， 下 到 现在 我 依然 记得 学 长 的 这 句 话 。 比 如 17 世 
纪 研 究 二 进 制 的 数学 家 羔 布 尼 次 并 不 知 过 21 世纪 的 计算 机 是 什么 样 
子 。 虽 然 莱 布 尼 次 已 经 离开 了 这 个 世界 ， 但 是 数学 却 军 越 时 空 ， 梓 现代 
人 所 继承 .…… 通 过 学 长 的 话 ， 我 恒 得 了 这 个 道理 。 啊 ， 真 的 是 这 样 啊 ， 
我 有 时 低 确 实 想 到 过 数学 是 跨越 时 空 的 。” 


一 一 这 么 说 来 ， 我 确实 做 过 这 样 的 演讲 呢 。 


“学 长 ， 那 时 候 你 放学 后 也 经 常 在 图 书 室 里 吧 。 在 校园 文化 节 结 束 后 ， 
我 也 开始 经 常 去 图 书 室 里 自习 。 不 知道 为 什么 ， 我 总 想 靠近 学 长 一 

点 .….. 我 总 在 图 书 室 的 角落 里 看 书 ， 而 学 长 一 直 在 计算 ， 一 定 没有 注意 
到 我 吧 。 就 这 样 ， 在 那个 冬天 ， 我 泰 打 拉 竟然 成 为 了 进入 图 书 室 最 频繁 
的 前 10 人 之 一 。* 她 抬 起 头 ， 郑 涩 地 笑 了 。 

_” 呀 ， 我 还 真 没 注意 到 呢 。 我 一 直 以 为 没 人 会 来 图 书 室 ， 我 一 直 是 一 
个 人 在 那里 呢 。 

泰 采 拉 又 继续 说 道 ; “我 ..….. 当 我 能 够 进入 学 长 所 在 的 高 中 时 ， 我 真 的 
很 开心 。 能 够 给 学 长 写 信 真 是 太 好 了 。 我 也 很 喜欢 听 你 叫 我 * 泰 呆 拉 '， 
当 你 夸奖 我 说 泰 杀 拉 你 好 厉害 哦 ,的 时 候 ， 我 真 的 觉得 自己 可 以 做 很 多 
事情 。 而 且 你 还 带 我 一 起 去 看 天 象 仪 .….. 和 学 长 一 起 ...…. 还 有 和 米尔 嘉 
一 起 .讨论 数学 真 的 很 开心 。” 


一 一 对 哦 ， 我 们 一 起 去 看 了 天 象 仪 呢 。 
她 义 说 :“ 但 是 …… 我 有 时 候 也 会 情绪 低 洲 。 听 了 学 长 们 之 则 的 交谈 ， 
EE ie 


中 ， 我 能 理解 她 的 心情 。 当 我 看 钞 尔 里 的 时 候 ， 我 也有 过 这 样 的 心 





情 。 


“我 的 位 置 ..…. 在 学 长 的 心目 中 ， 有 没有 我 的 位 置 呢 ? 对 学 长 来 说 ， 我 
可 能 只 是 一 个 做 事 急 急忙 忙 的 学 妹 而 已 吧 ...... 但 是 ， 请 学 长 在 您 心中 给 
I TT OE HN 
TT 


一 在 我 心中， 确实 有 一 处 无 法 用 眼睛 看 见 的 空间 ， 那 是 为 泰 休 拉 及 省 


我 开口 说 :“ 忠 。 下 到 现在 ， 我 都 非 弟 于 欢 和 泰和 示 拉 交谈 。 我 很 欣 贤 你 
的 率 百 和 理解 能 力 。 以 前 我 们 在 ' 神 乐 ' 约 定好 了 ， 我 会 教 你 数学 ， 这 个 
约定 个 会 改变 。 一 一 其 实 我 日 己 也 是 一 个 人 什么 部 做 不 了 。 初 中 在 图 书 
室 里 计算 的 时 候 我 确实 是 十 分 享受 。 但 是 ， 我 现在 觉得 更 开心 。 因 为 有 
一 个 和 我 目 由 讨论 数学 的 伙伴 .……… 在 我 的 心目 中 ， 一 直 都 有 泰和 东 拉 你 的 
位 置 。 对 于 我 而 言 ， 你 是 名 副 其 实 的 重要 朋友 噢 。>” 


“ 俘 ! ” 芭 林 拉 阴 我 挫 开 右 于 ， 伸 出 五 根 于 指 说,“ 谢 .……… 谢 谢 您 。 我 其 
的 很 局 兴 。 但 是 ， 再 说 下 去 我 旭 介 广 会 说 不 该 说 的 话 ， 所 以 停 下 吧 ， 不 
ls 

小 道 蜂 蜂 曲 折 。 

呵 ， 我 知道 了 一 一 在 回 家 路 上 ， 泰 末 拉 走路 很 慢 的 理由 。 

她 是 为 了 延长 与 我 在 一 起 的 时 间 吧 。 

在 高 中 生活 那 有 限 的 时 衬里 。 


10.4 上 自己 家 

在 自己 家 中 。 

电子 钟 显示 时 间 为 23 点 59 分 。23 和 59 都 是 质数 啊 。 

人 进入 梦乡 。 我 在 自己 的 房间 里 做 数学 题 ， 这 是 我 最 幸福 的 时 


我 的 父母 对 于 我 挑战 怎样 的 数学 公式 并 没有 什么 兴趣 。 妆 我 把 数学 公式 
ed 我 欣 品 厂 狂 地 跟 他 们 解释 ， 他 们 也 只 是 回应 我 
一 名 “好 历 害 啊 ” 


朋友 是 很 可 贵 的 。 米 尔 嘉 和 泰 朱 拉 ， 我 们 互相 出 题 ， 互 相 解 上 题 ， 互 相 探 
讨 ， 用 尽 我 们 的 所 月 和 玫 证 国 题 ， 兴国 分 于 声称 我 们 的 解 是 人 我 
ee Fa Ed li 享受 这 

出， 加 侠骨 是 二 | 每 ， 不 对 不 对 ， 屠 时 ， 在 那个 地 方 ， 
或 许 泰 和 打 拉 也 在 ....….. 


好 了 ， 要 继续 思考 村 木 老师 的 问题 了 ， 就 是 那个 关于 分 拆 数 P 的 问 
题 。 至 于 问题 10-2 中 的 Pj 小 于 1000 是 否 成 立 ， 我 可 以 用 生成 函数 的 
方法 来 解 解 看 ， 

生成 函数 就 是 利用 x 的 寡 次 方 ， 将 数列 的 所 有 项 都 归纳 到 一 个 函数 式 
里 。 到 目前 为 上 ， 我 和 米尔 嘉 利用 生成 函数 求 出 了 斐 波 那 契 数列 和 卡 增 
兰 数 。 这 次 的 P 是 否 也 可 以 通过 生成 函数 来 求 出 通 项 公式 昵 。 只 要 在 
通 项 公式 已 中 找到 “关于 n 的 有 限 项 代数 式 ”， 问 题 10-2 就 迎刃而解 
了 。 


先 把 到 现在 为 止 求 出 的 分 拆 数 P, 总 结 一 下 。 
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假设 该 数列 的 生成 函数 为 P(x)， 那 么 P(x) 残 可 以 与 成 以 下 形式 。 这 了 束 是 
生成 图 数 的 定义 陈 。 


| | 
P(r)= Pr + Pr + Pr + Pr + Pr + Pr + 


将 Po, Pj, .…. 的 具体 数值 代入 上 式 。 因 为 n 次 方 的 系数 是 P,， 所 以 上 式 
束 变 形 为 以 下 形式 。 

P(r) = 1 二 117 十 27 十 3z 十 574 十 7z5 十 -… 
形式 上 的 变量 x 是 为 了 避免 数列 的 各 项 出 现 混乱 而 存在 的 。 将 数列 作为 
系数 ， 生 成 它 的 融 是 生成 图 数 。 
接 下 来 的 步 又 束 是 建立 生成 函数 的 “天 于 x 的 有 限 项 代数 式 ”。 
在 求 斐 波 那 契 数 列 的 通 项 公式 刁 的 时 候 ， 我 们 利用 推导 公式 求 出 了 有 
限 项 代数 式 。 通 过 乘 以 x 使 F(x) 的 系数 移 位 ， 真 是 怀念 这 种 做 法 啊 。 
在 求 卡 塔 兰 数 CGC, 的 时 候 ， 我 们 利用 生成 函数 的 积 来 求 有 限 项 代数 却 。 
我 至 受到 了 “划分 ”的 快乐 。 


分 拆 数 P, 卜 么 样 啊 ? 虽说 是 利用 生成 函数 解 题 ， 但 也 不 古 像 变 麻 术 那 
HA 
东西。 


关于 分 拆 数 的 生成 函数 ， 我 还 要 做 进一步 研究 。 长 夜 漫漫 。 


为 了 选 出 来 


我 在 房间 里 来 回 忠 独步 于 轧 才 着。 动手 算出 具体 数值 是 一 种 非常 重要 的 
解 题 忠 路， 但 是 只 用 这 种 方法 的 话 ， 最 终 会 承受 不 起 排列 组 合 的 大 烃 
及 。 在 出 现 那个 "了 不 得 的 数字 ?之 前 ， 为 了 能 解 出 最 后 答案 ， 需 要 一 个 
很 大 的 飞跃 ， 也 束 是 米尔 既 所 说 的 “脑力 家 动 ”。 再 想 力 ， 再 想 想 。 


我 打开 窗子 ， 呼 吸 了 一 下 夜晚 的 新 鲜 衬 气 ， 从 远 处 传 来 独 叫 声 。 一 一 我 
人 
话 。 

“ 康 托 尔 兽 经 说 过 “数学 的 本 质 在 于 和 它 的 目 由 :。 了 欧 拉 老 师 是 目 由 的 ， 
他 将 无 穷 大 和 无 穷 小 的 概念 在 日 己 的 研究 中 运用 得 如 人 鱼 得 水 。 贺 周 
率 t 也 好 ， 虚 数 单 位 i 也 好 ， 还 有 目 然 对 数 的 压 数 e 也 好 ， 部 十 欧 
拉 老 师 最 完 开 始 使 用 的 文字 。 欧 拉 老 师 为 世人 在 原本 无 法 里 越 的 河 
沈 上 搭建 了 桥梁 ， 束 好 比 在 柯 尼 斯 堡 上 搭建 了 一 座 新 桥 。” 


桥 .……. 我 如 条 也 能 在 未 来 的 东 个 时 候 寺 个 地 方 挫 建 一 座 新 酉 融 好 了 。 


我 乞 来 若 夸 一 个 有 点 脱离 生成 函数 的 话题 。 让 我 先 力 想 我 是 不 是 解 出 过 
相同 类型 的 题目 。 回 想 一 下 .……. 


“. ,不 记得 了 了， 不 好 意思 。” 
Ms 不 是 回想 ， 是 思考 ， 是 思考 。 


这 是 我 和 秦 示 拉 之 间 有 过 的 对 话 。“ 回 想 ” 起 目 己 曾经 说 过 “思考 是 很 重 
要 的 ”， 我 不 花 笑 了 突 。 四 和 才 是 很 重要 的 ， 回 忆 也 很 重要 啊 。 


这 是 我 和 泰 打 拉 在 讨论 二 项 式 定理 时 的 对 话 。 在 计算 Ce +)" 的 时 候 ， 
出 现 了 好 几 种 组 合 方式 ， 那 时 泰 采 拉 惊 呆 了 ， 于 是 我 告诉 她 () 和 ;Ch 


本 | 一 | ~ bn wR 
ZE 辣 个 意思 。 


求 (x+y) 的 柬 识 方 时 ， 分 别 从 半 个 因 云 (x+y) 中 选择 x 和 y， 选 到 的 x 
和 y 的 情 积 束 成 了 一 项 。 在 合并 同类 项 后 ， 这 种 选择 的 组 合 个 数 束 在 系 
数 上 体现 出 来 了 。 


比如 说 ， 在 展开 (x + y) 的 时 候 ， 从 3 个 因 式 中 分 别 取 x 和 y， 这 样 就 可 
以 产生 下 面 的 8 项 。 


(B+)D+WD+Y) 一 rrr=ry 
(D+WD@+WrT+@) 一 rry=7y 
(D+PrI+BD+HY) 一 ryr=7 
GE+@c+@ 3 zy 
(T+ WD+WID+Y) 2 yrr= ro 
[十 WW) (DD 下 y) ( 开 十 [| 一 Yry 一 7 
(r+ r+ DDD oo Wr=rly 
(r+ WD)r+ mit+D) oo Wr = 


如 果 把 它们 全 部 相 加 ， 并 “合并 同类 项 的话， 就 变 成 了 乘积 的 展开 。 
(zz 十 (十 胡 他 十 从 二 17 + 3riy + 371w + lr 


系数 中 的 1, 3, 3, 1 分 别 和 选择 3 个 ，2 个 ，1 人 个，0 个 x 的 情况 一 致 。 也 
就 是 说 ， 如 果 系 数 用 (tj 来 表示 ， 就 形成 了 以 下 式 子 。 


【了 可 | i 【了 工 本 y, 人工 四 yy, = 可 二 可 TH TT = TU 下 | 
2 l U 


回想 到 这 里 ， 我 的 脑海 中 浮现 出 了 秦 杂 拉 那 表示 佩服 的 表情 ， 就 在 这 一 
去 那 ， 原 本 在 房间 里 来 回 践 步 的 我 突然 停 住 了 脚步 。 


曙 ? 不 知道 怎么 的 ， 我 感觉 像 是 全 到 了 什么 重要 的 点 。 
“ 泰 未 拉 那 表示 佩服 的 表 悄 ” 前 面 一 点 。 
“不 古 回想 ， 是 思 故 ”一 一 个 对 ， 上 由 往 后 一 后 。 

这 种 选择 的 组 合 个 数 束 在 系 
选择 的 组 合 个 数 就 在 系数 上 体现 出 来 。 
运用 泰 赤 拉 的 分 组 的 方法 一 一 从 因 式 中 进行 ; 撒 联 系 起 
来 ，， 定 能 和 分 折 煞 的 生成 丽 笋 联系 起 玉 利用 无 限 和 的 鞠 限 积 这 个 六 
法 融 好 了 。 我 明日 了 。 


“如 果 一 旦 明白 什么 ， 就 立刻 着 手 去 做 。” 我 的 脑海 中 响起 米尔 嘉 的 声 
百 。 
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J， 束 是 这 个 








我 连忙 开始 计算 。 因 为 是 无 限 积 ， 所 以 不 能 找到 “关于 x 的 有 限 项 代数 
卫 ”， 但 十 我 可 以 求 出 乘积 形式 的 生成 函数 P(x)。 


一 一 深夜 ， 在 目 己 家 ， 我 团 上 嘴巴 ， 开始 学 习 。 
问题 10-3 ”我 目 己 假设 的 问题 ) 
假设 分 拆 数 的 生成 函数 为 PoO， 求 乘积 形式 的 P(x)。 


10.5 音乐 教室 

第 二 天 。 

放学 后 ， 在 音乐 教室 里 ， 我 、 鳃 和 僵 还 有 米尔 进 三 人 在 一 起 说 话 。 

你 们 去 讨论 你 们 的 欧 拉 ， 我 呢 束 来 弹 我 的 巴赫 。 

从 镭 坐 在 钢琴 劳 边 弹 着 变奏 曲 边 说 。 她 是 高 中 二 年 级 的 学 生 ， 昌 然 是 和 
我 一 个 年 级 的 ， 但 是 不 与 我 和 米尔 有 驶 同班 。 她 担任 钢 鞭 爱好 者 协会 “最 
织 首 ”的 会 长 ， 是 一 个 非常 豆 欢 娃 刍 的 小 女 护 。 


“ 虽 ， 巴 炙 很 好 啊 。? 米 尔 旱 边 突 边 把 两 手 放 在 号 后 ， 合 看 钢 蕉 的 担子 ， 
一 步 一 步 在 音乐 教室 里 来 回 走动 ， 一 副 很 陶 酬 的 样子 。 她 的 心情 很 好 。 


“对 了 ， 泰 床 拉 今天 会 来 吗 ? 不 是 只 要 有 你 在 的 地 方 ， 不 过 在 哪里 她 都 
会 过 来 的 吗 ?” 公 储 一 边 继续 强 和 一 边 朝 我 问 十 。 


泰 示 拉 。 

“ 那 孩 子 并 不 是 一 二 进 随 看 我 蛾 。” 我 说 。 

束 在 那 时 ， 泰 永 拉 怀 里 抱 痢 笔记 本 走 进 了 音乐 教室 。 

“ 呵 ， 原 来 您 在 这 里 啊 。 我 看 您 不 在 图 书 室 ， 还 想 您 起 么 了 呢 。” 
“她 还 奶 得 真 紧 啊 。” 包 全 小 声 呵 咕 十 。 

“是 不 是 给 你 们 添 及 烦 了 ?” 秦 赤 拉 打量 看 我 们 。 

“没关系 ， 泰 未 拉 。 我 也 没什么 要 紧 的 事 悄 做 。” 我 说 。 

“你 听 到 我 那 令 人 感动 的 福 委 了 吗 ? ” 仿 仍 问 。 


“ 咽 咽 ， 我 听 了 。 一 一 啊 ， 对 了 。” 我 说 ，“ 索 打 拉 来 得 正好 ， 大 家 一 起 
来 讨论 一 下 昨 晚 的 成 果 吧 。 米 尔 嘉 ， 我 可 以 写 写 分 拆 数 的 式 子 吗 ? ” 





“你 的 意思 古 说 你 求 了 退 项 P 的 有 限 项 代数 式 吗 ? ?米尔 允 顿 时 站 起 
号， 很 严肃 地 问 我 。 


“没有 ， 人 不是， 我 并 没有 求 出 通 项 公 云 P 的 有 限 项 代数 式 ， 而 十 求 得 了 
生成 函数 P(x) 的 无 限 积 的 形式 。” 我 说 。 


“ 填 惑 好 。” 米 尔 矣 的 脸 上 义 露 出 了 突 容 。 


“那么 束 用 十 面 的 黑板 吧 。” 我 走 到 首 乐 教室 前 面 ， 漠 动 了 一 下 澡 板 ， 准 
备 开始 写字 。 米 尔 矣 和 泰 赤 拉 也 泽 了 过 来 。 


鱼 公 说 :“ 啊 蚜 ， 你 们 开始 做 数学 了 啊 。” 边 说 边 集 下 了 弹 钢 芬 的 手 。 


10.5.1 我 的 发 言 (分 拆 数 的 生成 函数 ) 
“为 了 解 出 问题 10-2， 我 想到 了 求 分 拆 数 P, 的 通 项 公式 。 为 此 首先 要 求 
生成 函数 POO。 生 成 函数 P(x) 可 以 写成 以 下 形式 。” 我 说 。 
P{r)= Dor + Pr + Br + Pr + Pr + Por? + 

“我 只 是 照 定 义 式 的 样子 写 出 了 这 个 式 子 。 我 目 己 假设 了 问题 10-3‘ 寻 找 
乘积 形式 的 生成 函数 P(x)”。 但 是 在 解 问题 10-3 之 前 ， 为 了 便于 说 明 ， 
我 们 先 来 考虑 一 下 接 下 来 的 问题 10-4， 就 是 对 人 硬币 的 枚 数 和 种 类 加 以 限 
制 虹 “ 宙 有 限制 的 分 拆 数 ;问题 。” 我 说 道 。 

问题 10-4 “市 有 限制 的 分 拆 数 ” 


2 元 便 币 和 3 元 硬币 各 有 1 工 枚 。 文 付 3 元 的 方法 有 几 
， 


“这 个 问题 10-4 并 不 难 。 因 为 限制 了 硬币 的 种 类， 只 有 1、2、3 元， 而 
且 各 种 硬币 都 只 有 工 枚 ， 所 以 文 付 3 元 的 方法 只 有 两 种 : 一 种 是 使 用 1 
元 和 2 元 硬币 ， 还 有 一 种 是 使 用 3 元 硬币。 这 就 是 答案 。” 

解答 10-4 


2 种 。 


“对 了 ， 利 用 问题 10-4， 我 们 来 说 明 一 下 生成 图 数 。 我 来 列举 一 下 使 用 
各 种 便 币 能 够 支付 的 金额 。” 


使 用 中 可 以 支付 的 金额 是 0 元 或 者 是 1 元 。 
使 用 岂可 以 支付 的 金额 是 0 元 或 者 是 2 元 。 
使 用 闻 可 以 支付 的 金额 是 0 元 或 者 是 3 元 。 
“在 这 里 ， 我 们 考虑 一 下 以 下 式 子 。 它 使 用 了 形式 上 的 变量 x， 指 数 部 分 
表示 “可 以 支付 的 金额 :。 为 了 便于 理解 ，1 可 以 写作 鸡 。” 
(z0 + xl) 十 了 2yfz0 十 73) 

“原来 如 此 。 真 是 有 意思 啊 。? 米 尔 嘉 说 。 
“是 啊 。?” 我 微笑 着 说 。 
“米尔 嘉 ， 你 说 什么 :原来 如 此 ' 呢 ? 学 长 ， 你 说 什么 “是 啊 ' 呢 ?我 不 明 
白 。 学 姐 ， 学 长 ， 拜 托 你 们 按照 迎 辑 顺序 把 话说 清楚 好 吗 ?” 泰 傈 拉 开 
始 抱 候 起 来 。 这 时 ， 欠 鳃 弹 奏 起 滑稽 的 片段 。 
“你 继续 说 说 看 。? 米 尔 嘉 说 。 
“ 泰 东 拉 ， 刚 才 的 式 子 应 该 这 样 理解 哦 。? 我 说 。 

(z +r) (x + rx) (r+) 

gp ee ge ee gr 

全 的 部 分 ”名 的 部 分 国 的 部 分 


“展开 后 或 计 你 束 能 理解 了 。 各 个 价 币 所 能 文 付 的 金额 变 成 了 指数 ， 而 
且 可 以 文 付 的 所 有 可 能 性 都 变 成 了 项 出 现 。? 我 义 说 。 


(Tt +r rm 二 IT re 了 HT 
十 由 十 寺 
0+2+0 
+ 912 
十 了 1 十 习 十 
1 十 0 十 也 
让 1 十 2 十 山 
Th 


“比如 说 ，x* “这 一 项 的 指数 1+2+0 可 以 这 样 理解 。” 


1 一 > 使 用 出 可 以 支付 的 金额 1 元 
2 一 使 用 名 可 以 支付 的 金额 2 元 
0 一 ”使 用 名 可 以 支付 的 金额 0 元 


“学 长 ， 等 一 下 。 可 我 还 是 不 太 明 白 x11“m 的 意 思 。 如 果 使 用 1 枚 出 、 
1 枚 后 、 0 枚 @， 那么 指数 束 不 应 该 是 1+2+0， 而 应 该 是 1+1+ 0， 
不 是 吗 ? ” 泰 东 拉 一 副 很 认真 的 表情 ， 不 俘 地 退回 。 


“ 啊 ， 不 对 。 这 里 考 夺 的 不 是 所 元 使 币 的 枚 数 :， 而 是 元 硬币 可 以 文 付 
的 金 秆 ':。? 我 说 。 


“如 果 是 我 的 话 ， 我 会 把 它 称 为 淡 元 硬币 贡献 的 部 分 *。? 米 尔 吉 说 。 


| Re 确实 ， 看 了 展开 式 后 ， 从 x 的 指数 能 够 看 出 使 
用 由、 后 er el 但 是 还 是 有 些 不 可 思议 。 为 什么 


非得 考虑 (za + alza+ (za 2 不 可 昵 9” 索 打 拉 问 道 
“这 个 呆 ， 契 因为 “公式 的 展开 方法 ' 和 ' 文 付 方式 的 所 有 加 月 人 性 的 获取 方 
法 ;的 原理 是 相同 的 。 将 (x +zjtz +zjlz +z) 展 开 时 ， 各 项 是 这 样 


形成 的 。?” 我 答 道 
。 从 x+ x! 中 选择 项 ， 
。 从 x?+x? 中 选择 项 ， 
。 从 六 +X 双 中 选择 项 ， 然 后 求 积 。 


“这 种 选择 方法 和 下 和 面 这 种 考虑 文 付 方法 时 的 做 法 一 样 。” 
。 选择 用 出 来 文 付 的 金额 ， 
。 选择 用 铭 来 文 付 的 金额 ， 
。 选择 用 名 来 文 付 的 金额 ， 然 后 求 和 ，。 


“哈哈 ， 原 来 如 此 。 我 明白 了 。 为 了 求 出 所 有 组 合 ， 所 以 就 把 式 子 展开 
1 呵呵 。” 徐 朱 拉 似乎 可 以 接受 我 的 说 法 。 


“整理 展开 后 的 式 子 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 式 子 。 合 并 含有 x: 的 项 ， 也 就 
征 合 并 同 舌 项 ， 投 照 指 效 从 小 到 大 的 顺序 进行 排列 。” 


(gs + (zz 十 2 )(z + ) 我 们 关注 的 式 子 
_ 0+0+0 | 0+0+3 | 0+2+0 | 10+2+3 展开 


十 zx1+0+0 + TI1+0+3 pl1+2+0 21+2+3 


=z 十 2 十 2 十 2 十 zw 十 2 十 十 计算 捐 数 
A 合并 同类 项 ， 按 照 指数 
从 小 到 大 的 顺序 排列 


“ 泰 采 拉 ， 冯 前 的 系数 变 成 了 2 吧 。 你 认为 这 个 意味 着 什么 呢 ?” 我 问 
道 。 


“ 咽 ， 你 是 问 为 什么 系数 是 2 吗 ? 因为 妆 的 项 只 有 两 项 啊 。 有 具体 说 
来 ， 束 是 0 和 xt1419。 一 一 原来 如 此 ， 我 明白 了 。 台 前 的 系数 变 成 
2， 就 表示 支付 的 金额 是 3 元 时 支付 方法 有 2 种 。” 她 说 。 


“下 是 如 此 。 我 们 再 来 考虑 一 过 泰 秋 拉 刚 才 说 的 话 。 在 我 们 面前 是 使 用 
了 形式 上 的 变量 x 的 只 的 和 。 然 后 ，x? 的 系数 是 ' 文 付 金 额 是 几时 文 付 
方法 a 那么 ，' 文 付 金 额 是 由 时 文 付 方法 的 个 数 * 守 葛 是 什么 
呢 ? ”我 问 填 。 





“ 文 付 爹 额 是 "时 支 付 方法 的 个 数 ' 汪 a 呵 ， 是 分 拆 数 1 ” 索 打 拉 忧 然 
小 五 


“是 啊 。 因 为 问题 10-4 中 ， 便 币 的 枚 数 和 种 类 都 受到 限制 ， 所 以 和 村 木 
老师 的 问题 10-1 及 问题 10-2 中 所 出 现 的 分 拆 数 个 同 。 但 是 ， 情 况 也 非 
常 相似 。 存 在 使 用 了 形式 上 的 变量 x 的 窜 的 和 ， 而 它 的 系数 叉 是 ‘支付 
金额 是 7 时 文 付 方法 由 个 数 ”， 这 种 情况 只 可 能 是 生成 函数 了 。 也 融 是 


+zJz 二 T(z +Tz) 是 ' 带 有 限制 的 分 拆 数 ' 的 生成 函数 。" 我 


问题 10-4 的 “市 有 限制 的 分 拆 数 ?的 生成 函数 


(zr" 国电 了 (zf 四 TT | (了 四 Tr ) 


“原来 如 此 .…… 说 到 生成 函数 ， 就 要 出 现 无 穷 级 数 ， 我 还 以 为 会 很 麻烦 
呢 。 原 来 像 (下 十 mm 二 型)(z? + ) 这 类 因 式 那么 少 的 有 限 项 积 也 会 成 
为 生成 函数 啊 。 迷 你 生成 函数 ......* 泰 东 拉 摆 了 一 个 捏 饭团 的 手势 。 


“那么 ...... ”我 继续 说 道 
O O O 


到 此 为 止 我 们 所 说 的 是 市 有 限制 的 分 让 拆 数 ”。 从 这 里 开始 ， 我 们 解除 对 
使 币 的 枚 数 和 种 大 的 限制 。 但 起 证， 讨 论 的 推进 方法 还 是 相 同 的 。 只 不 过 
TN +zrjtz 十 Zlz 二 7) 这 种 “< 有限 项 和 的 有 限 项 积 ”， 而 
是 “无 限 项 和 的 无 限 项 积 ”， 如 下 所 示 。 


(ow 二 十 十 …) 
x (Z 二 vw 十 zm 十 十 -…) 
x (z 十 w 十 vw 十 vw 十 …) 
x (2 十 下 十 下 十 下 十. 


全 贡献 的 部 分 
(2) 贡 献 的 部 分 
(9 贡 献 的 部 分 


< 各 二 


x (BR 


四 贡献 的 部 分 
二 二 

无 限 项 和 的 出 现 与 不 限制 硬币 枚 数 这 一 条 件 相对 应 。 

无 限 项 积 的 出 现 与 不 限制 硬币 种 类 这 一 条 件 相对 应 。 


展开 这 个 无 限 项 和 的 无 限 项 积 后 ， 支 付 方法 的 所 有 可 能 性 就 可 以 一 口气 
算出 来 。 求 出 乘积 ， 合 并 同类 项 之 后 ， 我 们 就 可 以 开始 观察 xo 的 项 。 

这 样 一 来 ，x 的 系数 就 是 n 的 分 拆 数 。 为 什么 这 么 说 呢 ? 这 是 因为 x 
的 系数 就 和 “n 元 的 支付 方法 的 个 数 "相同 。 

“系数 是 分 拆 数 的 形式 上 的 守 级 数 "， 也 就 是 上 面 所 写 的 无 限 项 和 的 无 限 


国生 束 是 “分 拆 数 的 生成 函数 ”>。 这 样 一 来 ，P(%) 融 可 以 写成 以 下 形 
工 No 


Plz) = 十 T 十 二 十 本 十 -… | 
x (+ 二 十 十 ---】 
x [zr x i re 了 Tr 十 ---) 
x fr 十 于 十 下 二 TI 十 .…-) 
se 。。 。 
x (Tr 7 lk Tr kk 3 
ww. 


好 了 ， 在 这 里 我 们 转变 一 下 视角 。 将 形式 上 的 变量 x 起 象 成 0<x<1l1 的 
实数 ， 然 后 用 等 比 数 列 的 公 坏 来 计算 。 这 样 一 来 , K 元 使 币 页 献 的 部 分 
束 可 以 表示 成 以 下 的 分 数 形式 。 


OK 法 2k Bk 1 
] 一 zt 


P(x) 中 的 无 限 项 和 部 可 以 用 这 个 公式 来 表示 成 分 数 形式 ，。 


Plz) SA 
1[-—z! 








i 
1— zt 


号 


“无 限 项 和 的 无 限 项 积 ” 变 为 了 “分 数 的 无 限 项 积 ”"。 这 就 是 变 成 了 乘积 开 
式 的 生成 函数 P(x)。 我 们 把 x( 乘 号 ) 统一 写成 "(点 号 ) 。 


解答 10-3 ”分 拆 数 也 的 生成 函数 P(x)“ 积 的 形式 ”) 


| l 


a 
1 1 一 TL 1 一 T2 1— 7 


我 们 来 整理 一 下 到 此 为 止 的 内 容 吧 。 为 了 求 出 村 木 老 师 问题 10-2 中 的 
Pis， 我 想到 要 先 求 出 通 项 公式 P,。 为 此 ， 我 又 想到 了 求 P, 的 生成 函数 
P(x)， 并 自己 假设 了 问题 10-3。 最 后 ， 如 上 面 的 解答 10-3 所 示 ， 我 求 得 
了 乘积 形式 的 生成 函数 P(x)。 

接 下 来 ， 我 准备 考虑 下 面 的 问题 X。 


问题 X 


将 下 面 的 函数 P(x) 进行 具 级 数 展开 的 时 候 ，x" 的 系数 为 多 少 ? 


| l 


] 
Pl 三 一 一， 
kb Tt Te Td 


x" 的 系数 为 Ph。 求 出 通 项 公式 Pi 后， 再 来 探讨 一 下 问题 10-2 中 的 不 等 
式 Pi- 是 否 小 于 1000。 


“ 求 分 拆 数 的 通 项 公 二 ?的 “旅行 地 图 ” 


分 拆 数 一 一 一 生成 函数 P(x) 
| mioa 
分 拆 数 的 通 项 已， a 积 的 形式 的 生成 函数 P(z) 


到 这 里 我 不 冉 继续 说 了 了。 


O O O 
“你 是 想 正 面 求解 吗 ? ?米尔 明 立 即 开口 问 道 。 


“ 虽 。 不 过 如 朱 只 是 证 明 问 题 10-2 的 不 等 式 的 话 ， 是 没有 必要 非 求 出 P， 
不 可 的 ， 不 是 吗 ? ”米尔 吻 识 。 


“这 个 .…… 道 理 上 来 讲 是 这 样 的 。? 我 开始 不 安 起 来 。 


“不 过 我 既 没有 求 出 通 项 P,， 也 没有 求 出 P15， 就 把 问题 10-2 解答 出 来 
了 。 ”米尔 副 说 。 
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10.5.2 ”米尔 对 的 有 友 言 〈 分 拆 数 的 上 限 ) 


“只 要 证 明 问题 10-2 的 不 等 式 Piv < 1000 的 话 ， 不 一 定 非 要 求 出 Pj 的 
值 。” 米 尔 喜 一 边 这 样 说 ， 一 边 跟 我 调换 了 一 下 位 置 ， 站 在 了 黑板 前 。 
“分 拆 数 P 会 急剧 增加 ， 变 成 泰 条 拉 所 说 的 ‘了 不 得 的 数字 ’。 所 以 在 这 
里 ， 我 想 先 分 析 一 下 分 拆 数 P; 的 上 限 在 哪里 。” 





“上 限 指 的 是 什么 呢 ?” 泰 来 拉 忌 上 问 道 


“上 限 指 的 是 ， 对 于 任意 大 于 等 于 0 的 整数 mn， 满足 Pn < M(n) 的 函数 
Mn)。 里 然 Pi 会 随 看 n 的 变 大 而 变 大 ， 但 是 不 会 大 于 M(n)， 这 个 Mn) 
束 是 上 限 。 为 外 ， 上 限 有 无 数 个 ， 而 不 是 仅 限 于 一 个 。” 

“ 束 古 说 上 和 面 有 一 个 界限 么 ? ”藤林 拉 把 手 放 在 头 项 上 说 。 


“对 。 上 限 这 个 词 有 时 候 表 示 和 沼 数 ， 在 这 里 却 不 是 这 样 。M(n) 说 到 撒 融 
是 关于 n 的 函数 。 那 么 ， 观 内 Pu Pi1, P,P;, P4 会 友 现 ， 它 们 虱 与 莫 波 
契 数 列 所, FF,, Fs, Fy, Fs 相等 。” 


w= 下 =1 
P= Fs=]1 
= Fy=2 
= F141=4#4 
P= Fs=9 


米尔 嘉 用 手指 点 过 1, 2, 3, 4， 在 5 那里 停 下 了 。 


“ 壮 憾 的 是 Ps 不 等 于 F6， 尽 管 这 样 ， 但 因为 我 们 知道 Ps = 7，Fe = 8， 
所 以 依然 可 以 得 到 


P< Ps 
于 是 我 推测 ， 虽 然 P, = 下 这 个 等 式 不 成 这， 但 
~ Fn 


这 个 不 等 式 也 许 是 可 以 成 立 的 。 接 下 来 ， 可 以 证 明 它 确实 是 成 立 的 。 也 
就 是 说 ， 这 里 使 斐 波 那 契 数列 ， 作为 的 上 限 Mn 了 。 证 明 的 时 
候 使 用 数学 归纳 法 即 可 。” 米 尔 嘉 说 。 


O O O 
根据 交流 那 旭 数 列 求 分 拆 数 PP 的 上 限 


假设 分 拆 数 人 sw = 人 二 23235777) 斐 波 那 契 数 列 


(Fwy 三 (0,1,2,3,5,8,.…)。 这 时 ， 对 于 所 有 的 整数 n>0， 以 下 不 等 式 
成 立 。 
fn < Fntl 
下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 
首先 ， 当 n 为 0 和 1 时 ，P, < 已 ,; 成立。 


然后 ， 对 于 任 童 整数 k>0， 只 要 证 明 


Fy < Ft1 人 Pn Br SS Pons & Fors 
这 个 式 子 成 并 束 可 以 了 。 

为 什么 这 么 说 呢 ?” 这 是 因为 如 来 这 个 式 子 成 立 的话， 那么 

。 由 Po<Fj 和 Pi<F, 可 以 得 到 P, < FF,。 

。 由 Pi<F, 和 和 P,< Fs 可 以 得 到 P, < F。 

。 由 P,<Fs 和 Ps< Fi 可 以 得 到 Py < Fr.。 

。 由 Ps<F 和 Ps<F 可 以 得 人 Pe < Feo...... 
也 残 是 说 ， 对 于 任意 整数 n>0， 都 有 Pn < iw 成 并 。 这 是 数学 归 
纳 法 的 解法 。 这 些 说 明 是 特意 为 泰 打 拉 做 的 补 元 说 明 ， 因 为 我 看 到 
她 现 在 头 上 有 一 个 大 大 的 问 扎 。 


现在 ， 如 琳 让 我 们 来 计算 +2 元 的 文 付 方法 ”的 话 ， 根 据 最 小 面值 的 全 
币 ， 我 们 可 以 把 文 付 方法 分 为 以 下 三 种 情况 。 


(1) 最 小 面值 的 硬币 为 出 的 时 候 
(2) 最 小 面值 的 硬币 为 册 的 时 候 
(3) 最 小 面值 的 硬币 大 于 等 于 地 的 时 候 


接 下 来 ， 进 行 如 下 操作 ， 将 +2 元 的 支付 方法 "变更 为 <k+ 1 元 的 支付 
方法 "或 者 是 只 元 的 支付 方法 ”。 

(1) 最 小 面值 的 硬币 为 四 的 时 候 ; 去掉 1 枚 四， 这样 剩 下 来 的 硬币 
就 是 吵 +1 元 的 支付 方法 "了 ， 

(2) 最 小 面值 的 硬币 为 @ 的 时 候 ; 去掉 1 枚 四， 这样 剩 下 来 的 硬币 
就 是 只 元 的 支付 方法 "了 。 而 且 ， 这 种 支付 方法 中 最 小 面值 的 硬币 不 是 
(3) 最 小 面值 的 硬币 大 于 等 于 @ 的 时 候 ; 假设 最 小 面值 的 硬币 为 @ 
， 取 工 枚 四 ， 将 它 进 行 以 下 蔡 换 。 


RE 
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蔡 换 之 后 ， 将 @ 去 掉 1 枚 ， 这 样 剩 下 的 硬币 就 是 义 元 的 支付 方法 "了 
而 且 ， 这 种 支付 方法 中 最 小 面值 的 硬币 是 加 。 


也 融 是 说 ， 按 照 以 上 拘 作 方法 ， 我 们 可 以 将 任意 的 + 2 元 的 文 付 方 
法 ”变更 为 “k+1 元 的 文 付 方法 ”或 者 古 “k 元 的 文 付 方法 ">。 这 时 ， 变 更 出 
来 的 文 付 方法 部会 个 同 。 换 句 语 说， 变更 出 及 的 文 付 方法 个 会 互相 剖 
大 。 


可 能 理解 上 会 比较 困难 吧 ， 我 们 来 具体 地 看 一 下 k+2=9 的 分 拆 ， 可 以 
用 下 和 面 的 图 表 来 说 明 。 去 挥 的 鲁 币 用 两 条 线 划 挥 ， 丛 换 的 价 币 用 下 划 线 
表示 。 有 很 多 1 的 地 方 束 用 … 代 蔡 了 。 





Po (1) Ps 的 一 部 分 | (2) Pr 的 一 部 分 | (3) Pr 的 一 部 分 
9 合十 1 十 "… 十 1 
S++1 名 十 本 
?二 站 | 1 十 涡 
7 了 十 1 十 1 1 十 1 十 在 
8 二 +3 6 十 鲁 十 1 
8 二 2 十 1 性 十 2 十 圭 
十 十 1 十 1 68 二 1 十 1 十 在 
5+4 5 十 合十 1+1 
5 二 3 十 1 5 十 3 十 主 
5 十 了 十 之 5 十 了 十 奥 
5 十 2 十 1 十 1 十 必 十 1 十 二 
5 十 1 十 1 十 1 十 1 5 十 1 十 1 十 1 十 二 
4 十 4 十 1 4 十 4 十 圭 
十 3 十 2 凡 十 了 十 鳃 
4 二 3 二 1 十 1 4 十 3 十 1 十 二 
生 十 2 十 2 十 1 和 十 客 十 2 十 主 
4 十 2 十 1 十 1 十 1 母 十 立 十 二 十 工 十 去 
4 十 工 十 … :十 1 十 1 入 十 二 十 … 十 荆 十 圭 
3 十 3 十 3 3 十 3 十 全 十 1 
3 二 +3 十 2 十 1 3 十 3 十 2 十 击 
3 十 3 十 1 十 1 十 1 3 十 十 1 十 1 十 二 
十 必 十 忆 十 22 | 3 十 2 十 2 十 鲁 
3 十 2 十 忆 十 1 十 1 十 避 十 必 十 1 十 二 
3 十 必 十 1 十 1 十 1 十 1 上 33 十 2 十 1 十 1 十 1 十 击 
十 1] 十 :十 1 十 1 十 1 十 -十 1 十 圭 | 
2 十 2 十 2 十 2 十 1 2 十 2 十 2 十 2 十 二 
2 十 了 十 2 十 1 十 1 十 1 中 2 十 2 十 2 十 1 十 1 十 圭 
有 十 了 十 二 十 十 1 十 工 几 2 十 2 十 于 十 :十 于 十 二 
| | 演示 于 二 ax 寺 主 十 生 
1 十 十 十 工 了 十 … "十 工 十 笠 


从 这 样 的 操作 方法 中 我 们 可 以 看 到 ，“k+2 元 的 文 付 方法 ?的 个 数 不 可 能 
超过 “+ 工 元 的 文 付 方法 ?的 个 数 与 所 元 的 文 付 方法 ”的 个 数 之 和 。 


那么 ， 从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 对 于 所 有 的 整数 K> 0， 分 拆 数 Pu Pi 
Pi 之 间 存 在 以 下 关系 。 


六 了 HL 十 二 


那么 ， 假 设 
P < Fr A Frt1 S Frt2 
成 立 ， 结 合 上 述 结 果 ， 我 们 可 以 认为 下 述 不 等 式 是 成 并 的 。 
Prt2 < Pret2 十 PRE+1 


根据 斐 波 那 契 数列 的 定义 ， 右 边 与 Fx 相等。 所 以 ， 以 下 不 等 式 也 成 


i 


.so 
Ferra < Pert3 
综 上 ， 对 于 任意 整数 KK> 0， 下 式 是 成 立 的 。 


则 
Ft SS PE+1 人 Pa > Po < Frssa 


通过 数学 归纳 法 的 证 明 可 知 ， 对 于 任意 整数 mn> 0，P, <F ,1 成 立 。 


好 了 ， A ph 和 要 比 斐 波 那 契 数 
列 下 1 矮 一 头 啊 。 还 没 把 问题 10-2 解决 
呢 。 根 据 Fe Fi Fi, rr 波 那 契 数 列 的 表格 。 


n ol1l2l314lslel7 je nla as [1 








mm lo ls la |2 sls le (1s |a: [94 |ss |e9 [144 |233 [377 Je10 997 [= 
从 这 个 表 中 可 以 看 出 Fje = 987， 所 以 以 下 不 等 式 成 立 。 


Ps < Fis = 987 < 1000 


这 样 答案 就 出 来 了 。 
Pi- < 1000 


所 以 问题 10-2 的 不 等 式 是 成 并 的 。 


好 了 ， 这 下 我 们 的 工作 才 真 正 告 一 段落 。 


我 们 没有 求 出 P, 的 退 项 公式 ， 列 说 通 项 公式 了， 就 连 Pi5 为 多 少 我 们 
者 没有 求 ， 吏 完成 了 证 明 。 


解答 10-2 
Pi. < 1000 成 立 。 


米尔 器 很 满足 地 关上 了 话 团 子 。 


10.5.3 ”和 泰 打 拉 的 发 言 
“| 恩 ， 那 个 ..…...” 泰 林 拉 举 起 手 。 
“| 恩 ， 秦 东 拉 ， 你 有 什么 问题 ? ”米尔 嘉 用 手指 了 一 下 。 


< 没有 ， 不 是 问 问题 .….. 我 也 解 出 了 问题 10-2， 想 做 一 下 发 言 。” 索 傈 拉 
害羞 地 说 。 


“好 的 啊 ， 那 我 和 你 交 班 。? 炒 尔 又 边 说 边 递 出 粉笔 。 


“没有 ， 那 个 ， 我 很 快 束 会 发 言 完 的 。15 元 的 文 付 方法 我 都 罗列 出 来 
了 。 这 么 一 数 ， 得 到 Pi 的 值 为 176， 


Pj. = 176 < 1000 
所 以 问题 10-2 的 不 等 式 成 并 。” 
泰 条 拉 边 说 ， 边 挫 开 她 的 笔记 本 给 我 们 看 。 


(1) x 15 
(Dx11+(@ x2 
(1)x7+(2)xd 
x3+4+(2)x6 
(DX 于 (@ 
Dx8+@x2+ 人 {0 
Dx4+@@) x4+( 
x6+ (8 
(x74+@)+( x2 
(Qjx34(D x3+() x2 
(Dx6+(D x3 
(Dx2+() x24(3) x 
(LD) x3+ (3)x4d 

(3) x5 

(QD x9+(® +(@ 
(Dx5+@) x3+ (a 
D+ 国 x5+@ 

(四 xx6 十 的 + 图 上 + 由 
四 x2+ 国 x3+ 八 + 他 
(1D) x 5+(8) x2+(4) 
+@x2+( 四 x2+( 电 
辐 + 国 x3+(@ 
(Dx5+@)+(4)x 3 
D+ x3+(d) x2 

中) x3+( 和 +( 名 二 (和) x 
(D+ x2+(d) x2 
(D+)+(D x3 
(x10+(® 

(1) x 8+ (0) x 3+ (5) 
Dx2+ 多 x4+(® 


(1) x 13+ (2 
(x9+@)x3 
(I)}x5+(2) x 
D(x? 
(Dx 10+ (+) 
(Dx6+(x3+(8) 
(xx23+ 二 x+ 全 
(Dx9+(8) x2 
(1x5+ (2 x2+(3)x2 


QD)+xd4+ 人 x2 
Dx4+ 加 + 国 X3 
(2) x 3+(3)x3 
(D+(2+(3)x4 
(x 11+ (2@) 

(DD) x7+@x2+ (0 


(Dx3+(@)x4+{ 引 
x8+(3)+(4 
(xd4+)x2++( 
xx4+ 人 的 + 四 

(1 3 (2) 十 (3) x32 十 (起 
(DD x?) x3+( 
(Dx7T+(@) x2 

(x3+ 人 人 x24+ (dd x2 
(Dx 4+ (8)+ (0d) x2 
x2+( 国 + 人 册 x2 

(D) x 3+(@ x3 

(3)+ (4 x3 

x8+ 吉 + 全 

(LD) x 4 2)x3+ 矶 ) 
@)x5+ 





x7 二 + 国 
x3+ 四 x2+ 人 全 + 加 
(1) 4 二 (和 2 二 二) 
2) x2+(D x2+( 辐 
[x6 十 (外 十 贞 ) 

全 xx2+ 人 xx2+ 四 上 + 上 国 
(xx3 上 + 十 人) 
(3) “2 十 (和 二) 

BB) + (4) x24+ (6) 

日) x3+(2)+(8) 总 2 
(D) x2+ (3)+(5)x2 
四 + 四 十 晤 式 2 

(LD) x 9+ (0 
(x5+(D x2+(® 
D+ 加 x4+(@ 

帆 x4+ 人 + 国 + 国 
xx3+()+(O) 

田 + 外 + 二 xx2+ 国 
x5+( 旬 + 人力 
+ 加 x2 二 人 豚 十 加 
D+O+W+O 
(1) x 4 二 + 二 ) + (6) 

[人 xx3 上 + 起 )+ 
WO+®+® 
D+@O+@x3 

(DD) x8+( 
x4+ (各 x2+ 人 多 
2) x4+(D 
x3 二 + 入 十 多 + 人 名 
(DD x2+(@) x2+(9 


x5 二 十 国 二 全 
D+ 人 x3+ (0)+ 人 名 
四 x2+ 曙 + 国 驻 2 十 地 ) 
+ 全 x3+ 人 加 

(也 xx4 二 (全 十 由 十 塌 ) 
(2 x3 二 (志士 坦 ) 

础 + 图 + 国 + 二 + 上进 
四 x2+( 人 多 x2++@ 
(1) x 4(5) x 

+ 人 x3+( x32 
(+(8)+ (0 x2 

(5) x3 

(DD) x7+(2) + 

(QD x3+ 人 (x3+(0 
(Dx6+(8) 1+) 
Dx2+ 人 x32+ 全 + 回 
x3+( 国 x2+ 人 @ 
(8) x3+(6) 

中 x3+ 针 + 及 + 名 
(DD) x2+( 国 十 (4 +(6) 
中 + 井 x2+ 井 
x2 二名 十 ( 妈 十 但 ) 
+ 人 十 全 十 全 
Dx3+(M x2 

(3) + (6)}x 2 

(IJX6 二 (全 十 (全 
Dx2+ 人 x3+ 国 
x5+( 全 十 全 
(D+@)x2+8) + 人 (0) 
+ x2+(D 


人 xx4+( 和 十 他 ) 
四 x2+ 由 + 加 
(4) x2+ 

中 + 人 伏 + 人 全 + 全 
(Dx2+(@+® 
(十 人 )x2 

(DD) x 5+(2)+(8) 
D+@)x3+() 


QD)x2+@)+(3)+ 


D+Wx2+(® 
(D+W+ + 
(Dx2+( + 
(D+(@+(8) 
(1) x 6+(9) 

(DD) x2+(2)x2+(9) 
(1) x 3+ (3) + (9) 
(3) x 2 + (9) 

(2 + (+ (9 

(© + (9 

(1) x3+(2)+( 人 0 
(x2+( 引 + 人 0 
(+ (+ (0 
(x4+D 

2) x2+D 
(+ 

中 + 加 + 加 
(dD) x2 二 网 

中 + 侈 


(1 x2+({ 科 十 (机 十 (中 
D+O+( 久 +@ 
(1) x 3+() + (7) 
(D+ + 

(2 + (+ 

(1) x 7+(8) 

(1) x 3+(2) x 2 + (8) 
(1) x 4+ (3) + (8) 
(2) x 2 +(3)+ (8) 
(1) x 3+(4)+ (8) 
(3)+ (4 +(8®) 
2) + +(® 

(7) + (8® 

(DD) x 4+@)+ (9 
(2) x 3 + (9) 
D+(2D + +(9 
(1) x 2+(4)+ (9 
(1) + (5) + (9) 
(1) x 5 + (10) 

(1) + (2) x 2+ (0 
++ 
(5) + 0 

(1 x2++( 名 + 人 0 
(1) + (3) + (ID 


x 3+ (I 


(3) + (2 
(2)+(9 


米尔 器 迅速 检查 了 一 下 泰 未 拉 列 举 的 文 付 方法 。 


“ 咽 ， 确 实 是 对 的 。 这 个 
吉 突 看 ， 措 了 措 泰 赤 拉 的 尖 。 


是 泰 末 拉 艰 吾 否 战 后 的 胜利 成 果 。” 米 尔 脆 


“呵呵 ， 这 座 思 算 没 有 算 错 。” 徐 未 拉 说。 


我 什么 都 说 不 出 口 。 


10.6 ”教室 

我 回 到 教室 去 拿 书包 ， 突 然 觉 得 有 点 不 舒服 。 

于 是 我 坐 到 自己 的 位 子 上 ， 趴 在 桌子 上 。 

我 一 味 地 求 通 项 公式 P, 真是 失败 透 项。 问题 不 是 特地 写成 了 不 等 式 
加 ?虽然 我 得 意 地 解 出 了 生成 函数 ， 可 是 这 对 问题 的 解决 “点 攻 助 都 没 
真是 后 悔 啊 ! 

拿 到 问题 后 ， 能 看 到 目的 地 在 很 远 的 地 方 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 需 要 自 
己 寻 找 一 个 个 小 问题 ， 自 己 寻找 通 往 目 的 地 的 路 。 但 我 却 选 错 了 路 。 我 
以 为 分 拆 数 的 通 项 公式 是 可 以 像 寻 找 斐 波 那 契 数列 或 者 卡 塔 兰 数 那样 来 
求 得 的 。 

真是 不 甘心 啊 ! 


有 人 走 进 教 军 。 听 这 脚步 声 像 是 米尔 天 的 ， 脚 步 声 越 来 越 近 。 

只 听 到 米尔 天 次 :“ 你 怎么 了 ? ” 

我 没有 回答 ， 也 没有 抬头 。 

“好 像 情绪 有 些 低 落 啊 。? 米 尔 允 说 。 

彼 毅 的 教室 ， 米 尔 允 也 一 动不动 。 

沉默 。 

我 最 终 人 算 不 住 抬 起 头 来 。 

和 往 种 那 一 本 正经 的 米尔 又 不 同 ， 现 在 她 的 表情 有 点 困惑 的 样子 。 


终于 ， 术 尔 蜂 开始 挥动 手指 。 
1 1 2 3 


Re I ES 
回应 她 。 


米尔 姑 把 手 放 在 吴 后 ， 侧 着 脸 说 : “泰和 东 拉 ， 很 可 爱 吧 。” 


“我 怎么 也 不 可 能 像 她 那么 可 爱 吧 .……” 她 文 说 。 
我 .…… 仍 然 没有 回答 。 


教室 里 的 广播 开始 播放 德 伏 扎 元 的 《家 路 》 。 


“我 没有 解答 出 来 ..…… 因 为 我 走 错 了 路 。? 我 说 。 


“中 .2 米尔 对 次 , “在 地 球 上 的 各 个 角落 ， 在 庞大 的 时 空 里 ， 效 学 家 
们 为 了 解决 各 种 各 样 的 问题 一 卫 在 探索 。 最 终 什 么 部 没有 友 现 的 人 也 很 
多 。 但 是 ， 你 可 以 说 他 们 所 做 的 探索 都 是 没有 意义 的 吗 ? 不 是 ， 如 末 不 
探 标 的话， 能 不 能 找到 方法 谁 也 无 从 得 知 。 如 来 不 试看 找 找 看 的 话 ， 能 
不 能 完成 也 无 人 知晓 。.……… 我 们 痢 是 旅途 中 的 旅行 者 。 可 能 会 有 疲倦 有 的 
ED se OER RE 
旅程 。” 


“我 .……. 我 以 为 目 己 很 情 似 的 ， 得 意 详 洋 地 求 出 了 生成 函数 。 可 坪 ， 
对 解决 这 道 题 一 氮 意义 者 没有。 真 像 个 傻瓜 。”? 我 说 。 

“如 朱 是 这 样 的 话 .……” 米 尔 天 园 过 头 看 寿 我 说 , “如 条 是 这 样 的 话 ， 那 
么 我 来 找 出 需要 使 用 你 找到 的 生成 函数 P(x) 的 问题 吧 。” 她 笑 了 和 失 ， 叉 
一 雇 挥 动 目 己 的 手指 。 


还 是 斐 波 那 契 手势。 


让 


1 1 2 Bp 
接 看 ， 她 义 摊 开 目 己 的 手 擎 ， 目 己 回 应 目 己 。 
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人 日 己 挫 开 的 手 伸 问 坐 在 位 子 上 的 我 。 瘟 上 暧 的 手指 页 触 在 我 的 
脸 末 上 。 


“如 果 你 累 了 的 话 ， 休 恩 下 就 好 了 。 如 果 你 走 错 路 的 话 ， 返 回 就 好 了 。 
一 一 因为 这 一 切 的 一 切 都 是 我 们 的 旅程 。” 


她 这 么 说 看 ， 里 子 悄 前 倾 ， 突 然 把 脸 竣 近 我 。 
我 们 俩 的 眼镜 就 要 碰 到 一 起 了 。 

区 过 镜片 ， 我 可 以 看 到 她 那 深 忱 的 眸 子 。 
接 春 ， 她 义 和 和 侧 了 侧 脸 ， 慢 慢 地 徘 近 我 一 一 


“如 果 这 时 瑞 谷 老师 出 现 的 话 一 定 会 吓 一 跳 吧 。” 我 不 由 上 自主 地 说 。 
“你 闭 踪 。? 米 尔 天 襄 。 


10.7 寻找 更 好 的 上 限 之 旅 
过 了 几 天 。 
放学 后 ， 米 尔 嘉 突然 叫 住 我 。 


她 说 : “我 求 出 了 比 辈 波 那 问 数列 更 好 的 分 拆 数 上 限 ， 和 希望 你 能 来 听 
折 。 哦 ， 对 了 ， 青 叫 上 泰 赤 拉 。” 


10.7.1 以 生成 函数 为 出 发 点 
米尔 嘉 拿 着 粉笔 站 在 讲台 上 。 


人 除了 我 们 三 人 之 外 融 没 有 其 他 
J 


“ 求 分 拆 数 忆 的 上 限 就 是 求 满足 Pi < MUn 的 函数 M(n)。 之 前 我 们 证 明 
了 本 波导 扣 数 列 是 分 折 数 的 上 限 。 接 下 来 ， 我 们 要 求 一 个 更 好 的 上 
限 。* 米 尔 嘉 说 。 


比 裴 流 那 契 数 列 更 小 的 上 限 呢 ? ”泰和 东 拉 举 起 手提 
问 道 。 
“下 是 。 但 这 是 当 n 为 很 大 的 数 信 的 时 候 哦 。? 米 尔 易 和 商 略 地 回答 道 。 
“为 外 ， 我 们 的 出 友 扣 束 古 生 成 函数 。” 米 尔 盈 睐 起 眼睛 说 。 

O O O 
我 们 的 出 友 扣 是 生成 函数 。 背 和 完 我 们 先 考 虑 一 下 分 拆 数 Ph 和 生成 函数 


P(x) 的 大 小 关系 。 如 果 考 虑 的 光 围 是 0<x<1 的 话 ，P; 乘 以 x" 的 式 子 
驶 应 该 比 P(x) 小 。 


Pr < PIT) 
为 什么 这 么 说 呢 ? 是 因为 生成 函数 的 定义 里 也 包含 有 己 六 这 一 项 。 以 


| 因为 不 等 写 右 边 的 各 项 部 是 正 数 ， 所 以 不 等 写 左边 一 定 比 右 
边 小 。 


Er < Pr 十 Prl a 本 二 i i 
对 了， 我 们 还 知道 生成 函数 P(x) 的 男 一 种 形式 。 对 ， 也 束 古 乘积 的 形 
式 (米尔 嘉 朝 我 这 里 盯 了 一 眼 )。 所 以 ， 不 等 号 右边 可 以 变形 为 以 下 形 


Rs 





两 边 同 时 除 以 x7。 








这 时 ， 不 等 号 右边 要 大 于 P,， 也 就 是 说 可 以 成 为 上 限 的 候选 。 但 是 ， 


无 限 项 积 很 难处 理 。 所 以 ， 如 果 加 上 “最 大 为 n 元 便 币 ”这 个 限制 条 件 ， 
束 可 以 用 下 和 面 这 个 有 限 项 积 的 式 子 。 


| | l ] l 


In 1—z!i : 1 二 ra 1 zx3 1 


到 这 个 不 等 式 为 止 ， 我 们 走 的 路 还 算 顺 畅 。 只 是 不 等 号 右边 的 乘积 形式 
有 点 难 缠 。 这 里 就 要 动 动脑 子 了 。 


我 是 这 样 想 的。 乘积 形式 比较 复杂 ， 不 如 把 它 转变 成 和 的 形式 。 把 积 变 
为 和 应 该 怎么 做 呢 ? 

10.7.2 “第 一 个 转角 ” 积 变 为 和 

“ 取 对 数 不 就 好 了 。 取 了 对 数 ， 就 能 把 乘积 形式 变 为 和 的 形式 了 。" 我 


Ws 


“下 是 如 此 。” 米 尔 双 答 道 。 


正 古 如 此 ，。 


.1 1 1 | 1 











区 的 上 限 的 道路 ， 半生 号 找 ioge fm 的 上 限 的 道路 ”"。 泰 灯 Ss 这 此 能 
够 明日 吧 。 细 市 讨论 是 很 午 要 的 ， 但 古人 不 要 迷失 了 大 方 问 。 


| | | | ] 
ogelPr) Sogel sn Ia Im Im I, 


取 了 对 数 后 融 可 以 变 成 和 的 形式 ， 所 以 融 可 以 求 得 以 下 去 于 。 


oo l 
log,(P nn 二 loge 一 
~ 


z ] 
+logf -+loge 一 二 .+log 


| 
1—z 1— x “1—r | rn 


+ log. 
看 了 这 么 长 的 式 子 真是 令 人 心烦 。 我 们 用 二 来 表示 ， 这 也 是 一 样 的 。 
i l 
log Pn < log, er 2 (os Tx) 


好 了 ， 这 么 一 来 ， 问 题 束 分 为 了 东西 两 条 路 ， 也 就 是 “分 义 路 ”"。 但 我 们 
还 会 回 到 这 里 的 ， 所 以 先 要 好 好 记 住 这 个 地 方 哦 。 


log, Pr, < oe mn 十 3 (oe. 1 一 Ts ) 


gp 
“西边 的 i “条 这 的 森林 ” 


如 果 朝 西 前 进 的 话 ， 就 会 碰见 “ 山 丘 ”， 如 果 朝 东 前 进 的 话 ， 束 会 碰 
见 “ 和 森林 ”。 


10.7.3 “东边 的 森林 ”和 秦 勒 展开 

首先 ， 我 们 来 讨论 一 下 “东边 的 森林 ”。 
it * 7 一 1 
东边 的 森林 ”= 之- (es 让 机 


东边 的 森林 由 n 樟树 组 成 。 下 面 我 们 就 来 寻找 组 成 “东边 的 森林 ”的 “ 东 
边 的 树木 >， 也 就 是 Joge 二 的 上 限 。 


现在 摆 在 我 们 眼前 的 问题 是 要 讨论 以 下 郴 数 。 


-东边 的 栅 森 "= logs 开工 


在 考虑 这 个 函数 之 前 ， 我 们 和 完 用 换 元 法 将 t= xk 人 代入， 元 虑 函数 有 0)。 


本 | 
(t) = log, 
i el1—t 


我 想 先 研究 函数 ft)。 该 怎么 做 才 好 呢 ? 和 泰 示 拉 ， 你 议 说 看 该 沪 么 做 
呢 ? 





O O O 
“ 啊 ? 我 吗 ? 我 还 不 是 很 了 解 log 是 什 么 ， 不 好 意思 啊 。” 泰 赤 拉 说 。 


“你 不 了 解 的 函数 fl0) 在 这 里 噢 。 泰 东 拉 ， 你 看 你 看 。 你 不 是 还 写 看 ' 一 
生 都 不 会 筷 记 ”的 吗 ? ?米尔 天 说 。 


“ 啊 ! 是 泰勒 展开 ! ”泰和 示 拉 大 声 叫 道 
”米尔 矣 说 ,， “利用 泰勒 展开 把 ft) 改写 成 估 级 数 看 看 。” 


O O O 
利用 泰勒 展开 把 fl0) 改写 成 蜡 级 数 看 看 。 
A 束 害 要 了 解 复合 孙 数 的 做 分 ， 这 里 只 号 一 下 结 


利用 泰勒 展开 可 以 将 函数 1 中 = loge Tr 展开 为 以 下 的 军 级 数 形式 。 


“东边 的 树木 ”= log。 二 


ft £2 上 
= 


如 果 我 们 再 回 到 t= x 的话， 就 可 以 得 到 “东边 的 树木 ”的 暴 级 数 展开 。 





be ]— zk 1 pp 3 | 这 里 0 三 x1 


根据 这 个 式 子 ， 取 关于 K= 1 2, 3, … ,由 的 和 ， 也 就 是 靠 * 东 边 的 树木 ?来 
创造 “未 边 有 的 森林 ”。 


“东边 的 森林 ”二 》`“ 东 边 的 树木 ” 


k=]1 


再 进行 泰勒 展开 。 


然后 调整 求 和 的 顺序 。 





| n | 
m=] \ 大 一 1 


由 于 m 不 受 内 侧 的 于 约束， 因此 可 以 把 元 提取 出 来 。 


展开 内 侧 的 二 ， 验 证 一 下 自己 的 想法 。 


i 1 
让 
要 : 一 (za 二 Tom 二 dm | | 
Fr 
ma 一 1 


我 们 在 中 途 调 整 了 求 和 的 顺序 。 退 过 无 穷 级 数 来 调整 求 和 的 顺序 时 ， 有 
儿 个 雷 要 注音 的 地 方 ， 但 古 在 此 我 们 束 不 深 完 了 。 


好 了 ， 我 们 在 这 里 昧 一 昧 吧 。 因 为 我 们 现在 要 求 的 是 上 限 ， 所 以 我 们 要 
寻找 比 “ 东 边 的 森林 ”更 大 的 式 子 。 于 是 ， 我 们 将 有 限 项 和 变 成 无 限 项 
和 ， 然 后 用 不 等 号 连接 。 变 成 无 限 项 和 是 为 了 利用 等 比 数列 的 求 和 公 
式 。 我 们 继续 讨论 。 


局 
it 了 ] Fre it Pe si 
东边 的 森林 = +e 4 ) 


?一 二 


将 内 侧 的 有 限 项 和 变 成 无 限 项 和 ， 用 不 等 号 连接 。 


时 ! 
er ; z —(z™" 4 Tm Tm Tm. ) 
rr 


TI 一 ] 


假设 0<xm <1， 利 用 等 比 数 列 的 求 和 公 坏 可 得 到 下 去。 





mm 一 工 于 
一] 


到 此 为 止 我 们 集 一 下 。 这 里 同样 不 用 求 最 后 的 公式 。 因 为 现在 我 们 求 的 
征 上 限 ， 所 以 以 Ts 式 子 大 就 可 以 了 。 我 们 来 观察 一 下 分 数 二 i" 
的 分 母 1 -x"。 如 果 用 比分 母 更 小 的 式 了 来 代 蔡 这 个 分 母 的 话 ， 义 可 以 
制造 出 一 个 不 等 式 。 


这 样 做 好 吗 ? 我 们 现在 所 做 的 是 “建立 容易 处 理 的 式 子 * 和 “建立 稍 大 一 
些 的 式 子 * 的 交换 。 这 里 我 们 没有 “建立 容易 处 理 的 式 子 *， 而 是 做 出 有 
协 ， 使 上 限 天 了 一 些 。 每 受 协 一 次 ， 就 会 出 现 一 个 不 等 号 。 

那么 ， 我 们 再 接着 讨论 “东边 的 森林 ”。 


pt 





“东边 的 森林 " < 》 


1 1 一 zm 
1 一 二 


~ 1 jm 
和 (1 一 2)(1 二 zz 十 2 十 十 2m  ) 
ss 

m 个 


把 分 母 中 的 1+z+ 妆 二 二 Im 变 成 最 小 项 z™! 的 和 ， 这 样 束 建 并 起 
不 等 式 了 。 
i 
ee 了 人 (1 — 2) (vw™—! 于 ml Ee ws") 
和 


mm 个 
因为 有 m 个 z™!， 所 以 可 以 表示 成 积 的 形式 。 


ll 


人 
m (1— rz):m-:r™! 
OO © O 


“整理 好 这 些 后 ， 泰 杀 拉 一 定 会 大 声 叫 起 来 。" 米 尔 嘉 朝 泰 杂 拉 调 皮 地 一 
入 人 
J 


“ 嗯 ? 米尔 嘉 ， 为 什么 说 我 一 定 会 大 声 叫 起 来 呢 ?” 泰 条 拉 不 明白 。 
“你 要 试 试看 吗 ? ”米尔 肿 讽 。 
| i 
“东边 的 森林 " < 》、 工 
”二 1] 


本 m (1 一 2 .7 Xml 


整理 式 子 后 可 得 





一 、1 T 
2 m2 z 1]—zI 
把 不 受 二 约束 的 因 式 提取 出 来 .…… 


“ 啊 ! ” 泰 条 拉 惊 叫 起 来 。 


“你 看 ， 我 说 吧 。? 炒 尔 对 说 。 
是 这 个 ! ” 泰 朱 拉 叫 道 


“这 是 巴塞 尔 问题 ! 是 豆 ， 是 
“正定 如 此 。? 米 尔 副 竖 起 食指 。 
©O QO 0 
正定 如 此 。 这 里 我 们 们 用 一 下 欧 拉 和 才 师 解 出 来 的 巴 考 尔 问 题 的 结论 。 
1 XR 
mm 6 巴 窒 尔 问 题 
利用 这 个 结论 ， 我 们 继续 往 下 讨论 。 


“东边 的 森林 = 2》, loge 
k=1 

1 

pp i 


. 下 





关于 “东边 的 森林 ”的 讨论 束 到 此 为 止 了 。 


对 了 ， 郊 虑 到 后 面 的 步 怠 ， 我 们 先 暂时 用 换 元 法 假设 
边 的 森林 ” 束 可 以 号 成 以 下 形式 。 


“东边 的 秩 林 ?的 上 限 


入 t= 开 ， 这 样 “ 东 





10.7.4 “西边 的 山 丘 ”调和 数 


旅途 已 经 走 了 一 半 了 。 现 在 我 们 回 到 那个 “分 义 路 口 "”， 这 雇 我 们 往 “ 西 
过 的 山 丘 ”前进 。 


| 二 a 
假设 0<x<1， 然 后 讨论 loge 去 。 


和 刚才 一 样 ， 先 用 换 元 法 假设 上 = 过 。 根 据 0<x<1 这 个 条 件 可 以 求 得 
0 < t。 另 外 ，x 可 以 变形 为 了 = Tr。 


“西边 的 山 乒 "一 log。 吉 


= nlog. ~ 根据 log。 a = nlog,a 


| _ 
—nlog。 -一 用 t+ 表示 z 


t 


l 


这 里 我 们 来 关注 一 下 logell + f)。 假 设 *= t+， 我 们 研究 一 下 在 u 大 于 0 
的 时 候 lo8ell + 区 的 情况 。 方 法 就 和 研究 调和 数 的 方法 相似 。 我 们 画 一 
下 “西边 的 山 丘 ”的 平缓 的 图 像 吧 。 









长 方形 的 面积 是 % 


ee i i ee i ee i ee ee ee i ee ee i ee ee 


Wp 乔 线 的 方程式 是 y 一 也 





阴影 部 分 的 面积 是 ]og (1 二 : 


对 于 u>0， 因 为 长 方形 的 面积 大 于 阴影 部 分 的 面积 ， 所 以 我 们 可 以 建 
并 以 下 不 等 式 。 


log,(l +u) < 


| | 
log 1 十 于 < 


办 此， 我 们 能 求 得 以 下 式 子 。 


“1 ， 1 n 
loge 7 = 7 logs Pea | 去 四 


好 了 ， 对 于 “ 西 辽 的 出 丘 ? 的 讨论 项 到 此 为 止 。 


因为 =， 所 以 可 得 


“西边 的 山 丘 ”的 上 限 
le 
ft 
这 里 假设 := 二 z 
10.7.5 ”旅行 结 


好 了 ， 让 我 们 青 一 起 回 到 “分 义 路 口 ”， 快 后 快 反 。 


利用 “东边 的 森林 ”和 “西边 的 山 于 ”对 Io86 f'n 进行 讨论 后 ， 我 们 得 到 了 以 
下 不 等 式 。 


站 
下 开 
loge Pn < 二 十 下 上 > 


还 天 一 点 扣 。 下 面 我 们 给 以 上 式 于 的 右 侧 取 名 为 gdD， 然 后 来 求 当 上 > 0 
时 函数 g(t) 的 最 小 值 ， 因 为 使 用 这 个 最 小 值 可 以 压制 住 1086 fn 的 值 。 


因为 方程 式 g(b = 0 的 解 为 := 十 半 ， 所 以 在 t>0 的 范围 内 考虑 的 话 ， 
可 以 得 到 以 下 增 减 表 。 


+ 0 | ... | ven 





Ga | | 
9(t) yy | | 


根据 图 表 可 知 ， 最 小 值 为 以 下 形式 。 


| 一 3 | 





Wil 


= 


:| 


为 了 更 方便 理解 ， 我 们 将 图 画 成 以 下 形式 。 求 方程 式 g"(t) = 0 的 解 是 为 
了 寻找 这 个 图 中 切线 至 水 平 形 状 时 的 点 。 





SA 
i 


i ~ 下 A vy ip 
log .<R:vyn 这 里 五 = 学 


一 开始 我 们 在 “第 一 个 转角 ”处 取 了 对 数 ， 这 次 我 们 要 取 对 数 的 相反 形 
式 。 如 来 我 们 回 到 转角 处 ， 束 可 以 看 到 家 了。 


P<ekMi 这 里 天 = 将 = 
好 了 ， 我 们 的 工作 可 以 暂时 告 一 段 沙 了 。 
虽然 经 历 了 长 途 跋涉 ， 但 是 终于 还 是 回 到 了 和 家。 一 一 欢迎 你 回来 。 


分 拆 数 P 的 上 限 之 一 





“西边 的 山 扩 ”+ 一 “分 叉 路 站” 一 。 “东边 的 森林 " 


10.7.6 ”条 朱 拉 的 回顾 
我 和 泰 傈 拉 共 同 享 受 着 米尔 嘉 的 长 途 之 旅 。 虽 然 有 几 处 想 确认 一 下 ， 但 


不 管 怎样 ， 长 途 之 旅 终于 结束 了 ..…. 一 直 在 追寻 数学 公式 ， 现 在 终于 可 
以 喘 口 气 了 。 


我 看 了 看 厂 和 东 拉 ， 她 一 副 认 真 的 表情 ， 沉 默 痢 不 说 话 。 
“ 咀 ， 泰 东 拉 ， 你 该 不 会 租 辫 起 来 了 吧 ? ”我 小 声 问 她 。 


“没有 ， 没 什么 ， 我 一 点 都 没有 站 开 。” 泰 末 拉 殉 明 地 实 了 突 说 ,， “在 米 
尔 允 的 推导 过 程 中 ， 我 不 明日 的 地 方 有 很 多 。 但 是 ， 我 一 点 都 不 诅 交 。 
因为 我 明日 的 地 方 也 有 个 少 。” 


泰 森 拉 点 了 点 头 又 继续 说 道 :“ 不 知道 为 什么 ， 我 觉得 自己 动 足 了 脑 
筋 ， 真 是 好 漫长 的 旅行 啊 。 虽 然 有 很 多 地 方 还 没有 完全 理解 ， 但 是 大 方 
向 我 算是 把 握 住 了 。 然 后 ， 看 到 有 那么 多 武器 出 现 真是 有 趣 极 了 。 手 持 
武器 进行 对 战 的 感觉 简直 太 帅 了 。” 

。 将 有 限 项 和 变 为 无 限 项 和 后 建立 不 等 式 

。 没 有 变形 成 简便 形式 ， 而 是 稍稍 扩大 上 限 的 范围 

。 取 对 数 把 积 的 形式 变 为 和 的 形式 

。 利 用 无 穷 级 数 的 求 和 公式 

。 碰 到 困难 时 利用 泰勒 展开 

。 复 杂 的 地 方 用 换 元 法 

。 欧 拉 老 师 的 巴塞 尔 问题 

。 为 了 求 最 小 值 进行 微分 并 制作 增 减 表 .… 

* 拿 到 了 这 些 武 器 之 后 ， 自 己 去 打磨 ， 然 后 直面 问题 ， 我 感受 到 了 这 种 
活力 四 射 的 行动 。 米 尔 嘉 不 光 解 答 了 已 有 的 问题 ， 还 传达 给 我 一 种 活 灵 
活 现 的 感觉 .从 “转角 处 :到 :分 又 路 口 ,'， 然 后 再 是 “东边 的 森林 ,和 : 西 
边 的 山 丘 .我 也 好 想 自己 发 现 这 些 东 西 ! 我 还 想 再 多 学 一 点 ! 米尔 
嘉 ， 谢 谢 你 。 虽 然 我 还 不 能 熟练 地 运用 这 一 件 件 武 回 ， 虽 然 在 使 用 这 些 
武器 之 前 我 必须 先 学 习 如 何 得 到 这 些 武 器 ， 但 是 我 会 努力 的 ! ” 泰 傈 拉 
握 紧 拳头 说 。 

10.8 ”明天 见 

我 们 三 个 人 在 回 家 的 路 上 还 在 继续 讨论 。 泰 杂 拉 兴高采烈 地 不 停 地 问 着 


问题 ， 我 一 一 作答 ， 米 尔 暑 时 不 时 地 作 些 评论 。 我 们 的 对 话 以 这 种 方式 
进行 看 。 


终于 ， 我 们 穿 过 了 平时 一 卫 走 的 那 条 小 路 ， 来 到 了 和 往常 一 样 的 地 铁 
站 。 


NE OR Pe EO 


“ 喷 ? 泰 采 拉 ， 你 今天 为 什么 朝 那里 走 啊 ? ”我 问 。 
“呵呵 ， 我 今天 和 米尔 嘉 一 起 去 书店 。” 她 答 道 。 
呵 ， 原 来 如 此 。 她 们 俩 现在 关系 还 真 好 。 

“那么 ， 我 们 先 走 了 。 明 天 见 。* 米 尔 嘉 说 。 

“学 长 ! 我 们 明天 再 一 起 做 数学 噢 ! ” 

泰 条 拉 大 声 说 完 ， 就 和 米尔 嘉 并 排 走 了 。 


离开 的 两 人 。 
似 留 下 的 我 。 


一 路 上 说 说 闫 舌 ， 突 然 变 成 我 一 个 人 还 真有 氮 各 时 呢 。 

我 们 现在 上 同一 个 高 中 。 可 是 ， 总 有 一 天 ， 我 们 会 分 开 ， 分 别 走 同 目 己 
未 来 的 思路 。 不 官 我 们 现在 共同 拥有 多 少 东 西 ， 我 们 共同 拥有 的 时 间 和 
空间 部 是 有 限 的 。 天 下 没有 不 黎 的 血 席 。 我 感到 有 反 心 痛 。 
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泰和 东 拉 融 高 地 举 起 右 于 ， 扩 命 地 天 我 挥手 。 米 尔 寺 则 安静 地 举 起 右手 。 
突然 ， 她 们 俩 同时 于 我 挥动 起 于 指 。 


泰和 东 拉 中 里 说 着 : “1 1 2, 3。” 
呵 ， 是 斐 波 那 契 手势 ， 而 且 还 是 两 个 人 一 同 给 我 做 手势 。 


我 苦笑 了 一 下 。 
确实 ， 时 间 和 空间 是 有 限 的 。 确 实 ， 我 们 总 会 有 分 开 的 时 候 。 但 是 正 因 
为 这 样 ， 我 们 才 会 努力 学 习 ， 我 们 才 会 努力 前 进 。 我 们 的 信仰 是 享受 数 


二 


因为 “数学 罕 越 时 空 ”。 

我 挫 开 双手 高 高 举 起 ， 回 两 个 数学 女孩 回应 。 
米尔 殉 。 

泰 示 拉 。 


明天 见 ， 让 我 们 一 起 学 数学! 


于 和 是， 我们 的 故事 融 这 样 结 束 了 。 
但 是 ， 我 们 能 够 肥 目 内 心地 说 


那 笃 类 永远 壮 个 地 生硬 下 去 本 2 
实际 上 ， 对 那些 人 来 襄 ， 真 正 的 故事 才刚 刚 开 始 。 
无 论 是 在 这 个 世上 上 度 过 的 平淡 一 生 ， 还 是 在 纳 尼 亚 王 国 经 历 的 奇 约 历 


部 只 不 过 是 书 的 封皮 而 已 。 
一 盖 殉 利夫 .刘易斯 ，《 最 后 一 成 》a 


尾声 
春天 。 


< 老师 ! ， 


一 个 女孩 子 突 然 问 进 教师 办 公 室 。 

“老师 ， 你 看 你 看 ， 我 们 变 二 年 级 啦 。” 

“对 哦 ， 因 为 是 新 学 期 了 啊 。 你 的 论文 呢 ? ?我 说 。 

“路 ， 我 市 来 了 哦 。 这 次 可 是 花 了 大 力气 哦 。 因 为 Pj 等 于 176， 所 以 是 
小 于 1000 的 ， 这 样 就 证 明 完毕 了 。 老 师 ， 如 何 呀 ? ”女孩 把 笔记 本 打开 


给 我 看 。 


“对 的 ， 完 全 正确 。 原 来 如 此 ， 你 全 部 写 在 上 面 了 呀 。” 


“ 当 我 不 能 心算 时 ， 融 只 能 用 笔算 了 了 。 即 便 是 这 样 ，176 和 1000 也 实在 
是 相 拳 太 多 了 。 对 了 了， 老师 ， 有 没有 表示 分 拆 数 的 通 项 公式 P, 呀 ? ”她 
问 道 


“ 咽 ， 应 该 算是 有 的 。” 我 说 。 
解答 10-5 ”分 拆 数 的 通 项 公式 P)) 
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“老师 ， 这 个 看 上 去 毫 无 逻辑 的 式 子 是 什么 呀 ? ”她 问 道 。 
“是 不 是 被 吓 一 跳 ? 这 是 1937 年 汉 斯 - 拉 德 梅 彻 推 导出 的 公式 。” 我 说 。 
“这 样 啊 ..….. 不 对 ， 等 等 哦 。A(n) 是 什么 呀 ? 这 可 没有 被 定义 哦 。” 她 
问 道 。 

“ 噢 ， 你 注意 到 啦 。 你 能 提出 这 个 问题 ， 说 明 你 认真 看 了 这 个 数学 公 

式 。 关 于 A(m) 是 什么 这 个 问题 ， 老 师 我 也 不 能 一 言说 尽 ， 但 是 将 1 开 
24 次 方 根 ， 最 后 总 会 形成 一 个 有 限 和 。 详 细 解 说 可 以 看 看 论文 挑战 一 
下 。*” 我 说 。 

“ 哇 ， 原 来 这 样 呀 。” 她 说 ， 

“总 而 言 之 ， 关 于 整数 的 分 拆 数 这 一 问题 ， 里 面 还 隐藏 着 好 多 好 多 宝藏 
呢 。* 我 说 。 


“老师 ， 移 不 说 数学 问题 ， 这 张 照 是 老师 的 女 朋 友 吗 ? 虽 .……… 这 征 
欧洲 吧 ? ?她 突然 问 道 。 


“ 喂 电 ， 不 可 以 随便 看 别人 的 信 哦 。? 我 说 道 。 


“路 ， 这 封 信也 是 其 他 女孩 子 写 给 你 的 ? 这 张 照片 也 是 .….. 不 是 在 日 本 
吧 ， 到 底 是 哪里 呀 ? 她 笑 道 。 


“ 咀 ， 列 合 走 啊 。” 我 急 了 。 
“老师 ， 你 很 有 人 和 气 呆 。? 那 女孩 子 咯 咯咯 地 突 了 。 


“不 是 ， 其 实 不 是 你 想 的 那样 。 这 两 个 女孩 子 部 是 老师 很 重要 的 朋友 。 
从 局 中 开始 ， 我 们 驳 一 起 斤 系数 学 世界 。 "我 次 。 


“ 哇 ， 是 这 样 啊 。 老 师 也 有 有 目 己 的 融 中 时 代 啊 。” 她 说 。 
“当然 了 。 好 了 ， 快 回去 吧 ! ” 
“等 老师 你 给 我 布 症 了 任务 ， 我 束 回 去 。” 


Ht 


我 把 卡片 鸳 给 她 ， 女 孩 仲 出 双手 茶 合 地 收 下 了 。 

“ 叶 ， 老 师 ， 这 次 是 两 张 吗 ? ”她 问 道 

“对 的 ， 这 张 是 给 你 的 ， 力 一 张 古 给 他 的 。” 我 说 。 

“ 啊 ， 好 的 ， 知 道 了 。 打 扰 您 了 。” 女 护 子 微 侯 一 失 ， 挥 动 了 下 手指 。 
我 挫 开 手 千 回应 她 ， 她 满足 地 离开 了 教师 办 公 室 


厌 天 到 了 啊 。 


透 过 教师 办 公 室 的 窗子 ， 已 经 可 以 看 到 到 处 是 盛开 的 樱花 ， 我 不 由 得 想 
到 了 那 时 的 故事 。 


摊 开 手掌 ， 取 得 更 丰硕 的 果实 。 
关于 这 个 伟大 的 任务 ， 

我 想 就 需要 读者 们 共同 努力 了 。 
我 期 待 着 。 

一 一 欧 拉 [25 





我 是 结 城 汽 。 

我 觉得 对 于 数学 的 “热爱 ”与 男 骇 子 对 女孩 子 的 爱 取 之 情 有 些 相 似 之 处 。 
起 方 设法 地 去 解数 学 难题 ， 可 征 怎 么 也 算 不 出 答案 ， 连 一 氮 线 索 孝 没 
有 。 但 是 ， 这 个 问题 不 知道 为 什么 豆 是 很 有 魅力 ， 怎 么 也 无 法 瑟 怀 。 这 
个 问题 育 后 一 定 隐 藏 着 茶 些 类 好 的 东西 。 


我 想 知 掉 那 个 女 护 的 起 法 ， 她 是 不 是 夏 欢 我 呢 ? 我 不 知道 答案 是 什么 ， 
真是 令 人 心急 。 那 女孩 的 模样 ， 一 百 浮现 在 我 脑海 中 。 


不 知道 这 本 书 有 没有 把 这 种 感情 传达 给 你 呢 ? 


我 是 从 2002 年 起 开始 创作 这 本 书 的 ， 并 把 内 容 痢 公开 在 了 网 站 上 。 看 
了 我 写 的 故事 ， 很 多 读者 非 旬 热情 地 给 我 留言 ， 或 励 我 ， 文 持 我 。 如 栗 
没有 那些 玛 励 ， 翁 怕 我 也 不 会 想到 把 这 个 故事 写成 书 出 版 的 。 在 此 ， 我 
再 次 同 他 们 表示 衷心 的 感谢 。 谢 谢 大 家 1 


本 书 1 使 用 了 雇 IEX2e 和 Euler 字体 (AMS Euler) 排版 ，Euler 字体 以 
欧 拉 的 名 字 人 命名， 是 一 种 用 于 数学 公 云 的 字体 ， 看 起 来 像 是 会 书法 的 数 
学 家 手 与 的 。 

1 这 里 是 指 日 文 原版 书 。 一 一 详 者 注 


在 排版 时 参考 了 奥 村 晴 彦 老师 的 《下 JEX 2e 精美 文献 制作 入 门 》 一 书 ， 
非常 感谢 。 


书 中 的 插图 使 用 了 大 能 一 弘 先生 (tDB 先生 ) 开发 的 emath， 在 此 一 并 
及 表 感 谢 。 


我 还 要 对 阅读 了 我 的 原 稳 并 提出 宇 贯 意见 的 以 下 各 位 表示 衷心 的 感谢 。 


青木 久 雄 、 青 木 峰 郎 、 上 原 隆平 、 植 村 光秀 、 金 拓 八 十 男 ( 气 体 控 
制 研 究 所 ) 、 川 品 稚 起 、 田 崎 上 晴 明 、 前 原 正 贡 、 三 宅 喜 义 、 和 时 
抠 、 山 口 健 史 、 吉 田 有 子 。 


各 位 该 者 、 经 第 访问 我 的 网 站 的 朋 到 们 、 一 下 为 我 廊 福 的 基 普 教 肥 们 ， 
在 此 回 你 们 夫 示 衷心 的 感谢 。 


为 外 ， 我 还 要 感谢 在 本 书 的 创作 过 程 中 一 下 积极 地 文 持 我 的 对 立 豆 天主 
纺 ， 以 及 在 案 划 此 书 时 给 了 我 很 大 误 励 的 中 加 绥 于 老师 。 


谢谢 我 最 杀 爱 的 雪子 和 我 的 两 个 儿子 ， 特 列 要 感谢 谈 了 我 的 原 称 给 我 提 
出 意见 的 长 子 。 


证 将 此 书 献 给 我 们 的 老师 一 一 欧 拉 老师 。 


最 后 ， 真 的 非常 感谢 你 阅读 我 的 书 ， 将 来 ， 如 果 我 们 能 在 作 个 地 方 相 
见 ， 那 该 是 多 么 闫 妙 的 事情 叮 。 


参考 文献 和 导读 

本 书 中 将 参考 文献 和 导读 按照 以 下 方式 进行 了 分 类 ， 但 是 这 毕竟 仅 供 参 
考 ， 请 大 家 注意 。 
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学 归纳 法 、 排 列 组 合 、 反 证 法 等 内 容 。http://www.hyuki.com/math/ 
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性 、 知 识 表示 、 人 工 智 能 等 内 容 。《 数 学 女孩 》 中 米尔 嘉和 鳃 三 弹 奏 无 
上 腿 上 升 的 普 阶 这 部 分 内 容 束 参考 了 本 书 第 二 十 草草 木 的 “水 无 止境 的 首 
Br”。 为 外 ， 本 书 的 《二 十 周年 纪念 瞩 》 由 白杨 社 在 2005 年 出 版 友 行 。 


[5] Donglas R. Hofstadter， 竹 内 郁 雄 座 ，『 Xx 文人 光 »y 7 外 一 人 

一 一 一 一 科学 纪 到 和 术 外 沁 了 FY 一 / 作 又 族 」{[ 原 书 名 为 Metamagical 
Themas: Questing For The Essence Of Mind And Pattern, Basic Books, 
1985 年 。 译 者 注 ]}， 白 扬 社 ，ISBN4-8269-0043-0，1990 年 


本 书 由 Scientific American 杂记 中 连载 的 文章 汇总 而 成 ， 从 砍 
方 的 解法 到 核 问 题 ， 话 题 涉 狂 广泛 。 男 外 ， 本 书 的 《二 十 周年 纪念 版 》 
由 白杨 社 在 2005 年 出 版 发 行 。 
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> 工 了 JU) > 太一 :7 工 了 三 一 人 东京，ISBN4-431-70928-2，2002 年 
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[8] 神 夺 川 大 学 人 大 服 委员 会 编 ，『17 首 外 青春 2006 五 七 五 忒 缀 
如 高 校生 DO Xx vy 七 一 沁 ] ，NHK,，ISBN4-14-016142-6，2006 年 
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71079-5，2004 年 


7 原 书 名 为 Euler: The Master of Us All, The Mathematical Association of 
America，1999 年 。 详 许 注 


本 书 中 按照 不 同 的 话题 ， 对 欧 拉 在 数学 的 各 个 领域 所 作 的 工作 
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8 原 书 名 为 Integer Partitions，Cambridge University Press，2004 年 。 
详 痢 注 


本 书 是 以 分 拆 数 为 主题 的 图 书 。 作 者 是 整数 划分 方面 的 权威 专 
家 ， 书 中 对 分 拆 数 的 基础 知识 到 最 新 信息 都 进行 了 详尽 的 解说 。 万 外 ， 
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[34] http://mathworld.wolfram.com/Catalan Number.html, Eric W. 
Weisstein et al. , “Catalan Number.”From MathWord— A Wolfram Web 
Resource 


这 里 介绍 了 卡 塔 兰 数 ， 包 括 圳 推 公式 、 与 二 项 系数 的 天 系 ， 以 
及 卡 培 兰 数 的 应 用 示例 等 。 


[35] http://mathworld.wolfram.com/Convolution.html, Eric W. Weisstein et 
al. , “Convolution.”From MathWord———A Wolfram Web Resource 


这 里 介绍 了 卷 积 的 相关 内 容 。 
[36] http://www.hyuki.com/girl/， 结 城 浩 ，『 数 学 力 一 儿 ] 


汇集 了 请 多 关于 数学 和 女孩 的 读物 。《 数 学 女孩 》 的 最 新 信 筷 
也 在 这 里 。 
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